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Capitolul 1 


Ecuaţii diferenţiale liniare de 
ordin superior 


1.1  Ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul n cu co- 
eficienţi variabili 


Fie C”([a,b]) spaţiul vectorial al funcţiilor reale continue, cu derivate con- 
tinue până la ordinul n inclusiv pe intervalul real [a,b] şi funcţiile 


a0, a1,- , an, f E€ CO(la,b]). 
Funcţia ag este considerată astfel încât să nu se anuleze pe intervalul fa, b]. 
Definiţia 1.1.1 O ecuaţie de forma 
ao(2)y(0 + as(0)y0D +--+ anca(0y + an(0Dy = flo) (1) 
se numeşte ecuaţie diferenţială liniară de ordinul n neomogenă dacă 


se cere să se determine toate funcţiile y = p(x), unde p € C” (Ja, b]), astfel 
încât să avem 


do(2)p(9(2)-ra(0)p( (2) --+an-1(2)p'(£)+an(2)p(2) = f(7) (1.2) 


Definiţia 1.1.2 Funcţia y din ecuaţia diferențială (1.1) se numeşte ne- 
cunoscuta, p € C”([a,b]) care satisface identitatea (1.2) este o soluţie, 
a0, Qi, -::; An se numesc coeficienţi, iar f este termenul liber al ecua- 
tiei. 
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Definiția 1.1.3 O ecuație de forma 
ao(z)y™ +a(s)jy"® +- + amoa(0)y + an(7y=0 (1.3) 


se numeşte ecuaţie diferențială liniară şi omogenă de ordinul n. 


Definiţia 1.1.4 Când coeficienții ecuaţiei diferențiale (1.3) sunt aceeaşi 
cu cei ai ecuaţiei (1.1), ecuația (1.3) se numeşte ecuaţia diferențială 
omogenă asociată ecuației neomogene (1.1). 


Pe spaţiul vectorial C” (|a, b]) definim aplicaţia L prin 
Lly) = (X a(z) D" )y, (1.4) 
k=0 


d 
unde D = — este operatorul de derivare de ordinul întâi iar D”-* este 
z 
operatorul obținut prin aplicarea repetată de n — k ori a operatorului D, 
n—k 
adică D”: = —. 
n—k 


x£ 
functiei y € C” (|a, b]). 


Evident, D”~Fy este derivata de ordinul n — k a 


Teorema 1.1.1 Aplicația L : C” (|a, b]) — C? ([a,b]) este operator liniar. 


Demonstrație. Operatorul de derivare D este liniar deoarece derivata 
unei combinaţii liniare de funcţii derivabile este egală cu combinaţia liniară 
a derivatelor funcţiilor, adică are loc egalitatea 


D(aiyı + 022) = a1 Dyı + a2Dyp, (1.5) 


oricare ar fi constantele a, a» şi oricare ar fi funcţiile derivabile y1, y2. 
In baza relaţiilor (1.4) şi (1.5), egalitatea 


L(aiyı + a2y2) = au L(yi) + a2L(y2), (1.6) 


este satisfăcută, oricare ar fi constantele a, œz şi oricare ar fi funcţiile reale 
Yı, yo aparţinând spaţiului vectorial C”([a,b]). Rezultatul aplicării opera- 
torului L unei funcţii y € C” ([a,b]) este o funcţie continuă. 

Din (1.6) rezultă că L : 0"([a,b]) = CO([a,b]) este operator liniar. m 
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Definiţia 1.1.5 Fie xo un punct arbitrar din intervalul [a,b]. Problema de- 
terminării acelei soluţii y € C"(|a,b]) a ecuaţiei diferenţiale (1.1) care să 
satisfacă condiţiile iniţiale 


y(zo) = (D?y)(zo) = yn, 
I 1 
y (0) = (Dy)(zo) = yo, 
(1.7) 
O(g) = (D”ty)(æo) = Yon; 
unde Yoi, Yoz, ***, Yon sunt numere reale arbitrare date, se numeşte prob- 


lema lui Cauchy a ecuației diferențiale (1.1). 


O definiţie asemănătoare se poate formula şi pentru ecuația diferenţială 
liniară, de ordinul n, omogenă. 


Teorema 1.1.2 (Existenta şi unicitatea soluției problemei Cauchy) 
Dacă funcţiile reale ao, a1, :::, an şi f din ecuația diferențială (1.1) sunt 
funcţii continue pe [a,b], atunci soluția problema lui Cauchy a acestei ecua- 
ţii diferențiale, cu condițiile inițiale (1.7), există şi este unică, oricare ar fi 
condițiile inițiale (1.7). 


Observaţia 1.1.1 Rezultat similar are loc şi pentru soluția problemei lui 
Cauchy a unei ecuații diferențiale liniară, cu coeficienți variabili, de ordinul 
n, omogenă de forma (1.3). 


1.2  Ecuaţii diferențiale liniare omogene de ordinul 
n cu coeficienți variabili 


Să considerăm ecuația 

L(y) = ao(2)y(9 + aa(2)y 0 +- --+anl(x)y' +anlz)y=0, (1.8) 
numită, după cum s-a specificat, ecuaţie diferențială liniară de ordinul n, 
omogenă şi cu coeficienţi variabili. 


Considerăm y € C"([a,b]), ao, aa, +++, ax E€ CO(la,b]) şi ao(£) 70, 
(Y) ze [a,b]. 


Teorema 1.2.1 Mulțimea soluţiilor ecuaţiei diferențiale liniară, omogenă, 
de ordinul n, cu coeficienți variabili, este spaţiu liniar real. 
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Demonstraţie. Fie y1, y2 soluţii arbitrare ale ecuaţiei (1.8). Aceasta în- 
seamnă că 


L(yı)=0, Lp) =0. (1.9) 


Teorema este demonstrată dacă 
L(auyi + 0292) =0, (V) au,a E R. (1.10) 
Dar L: C"([a,b]) — C? (Ja, b|) este operator liniar, prin urmare avem 
L(aryı + 292) = ou L(yı) + &2L(y2). (1.11) 


Din (1.9) şi (1.11) rezultă (1.10), ceea ce arată că mulţimea soluţiilor ecuaţiei 
(1.8) este subspaţiu liniar al spaţiului vectorial C” (|a, b]). 

Dar, un subspaţiu liniar al unui spaţiu liniar este el însuşi spaţiu liniar 
şi teorema este demonstrată. m 


De altfel, concluzia Teoremei 1.2.1 rezultă şi din observaţia care urmează. 
Observaţia 1.2.1 Mulțimea soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale liniară omo- 
genă de ordinul n cu coeficienţi variabili este nucleul Ker(L) al operatorului 


liniar L 
Ker(L) = {y e C“(la,b]) | L(y) = 0). 


Dar, nucleul unui operator liniar definit pe un spaţiu liniar este un subspațiu 
liniar al acelui spaţiu. Prin urmare, Ker(L) este subspaţiu liniar al spaţiului 
vectorial C” (|a, b]). 


Observaţia 1.2.2 Dacă y1, Y2,..., Yp sunt p soluții arbitrare ale ecuației 
(1.8) şi C1, Co, :::, Cp sunt constante oarecare, atunci funcţia 


y = Cry + Cop +: -+ CpYp 


este de asemeni soluție a aceleiaşi ecuații. 


Definiţia 1.2.1 Se numeşte soluţie generală a ecuaţiei diferenţiale (1.8) 
un element y € Ker(L) depinzând de n constante arbitrare, de forma 


y= (x, C1, C2, CC Cn), 


cu proprietatea că, dând valori constantelor C1, C2,..., Cn, se poate obține 
orice soluţie particulară a ecuaţiei diferenţiale (1.8) care satisface condiţiile 
iniţiale (1.7), unde yo = (Yo01, Y02, - - - , Yon) este un vector arbitrar din IR”. 
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Fie B un sistem de n soluţii arbitrare ale ecuaţiei diferenţiale (1.8), 


B = {y1 Y2, e Yn}, Yj E€ Ker(L), j = ln. (1.12) 


Definiția 1.2.2 Se numeşte wronskianul sistemului B de soluții ale ecua- 
ției diferențiale (1.8), funcţia 


Wu, y2,- È 5 Yn] : [a, b] > R 


ale cărei valori, W[y1, Y2, ..., Yn|(x£) sau W(x), sunt date de valorile deter- 
minantului 
y(x) y(x) Un (2) 
y(x) yala) = Wh) 
W(z) = , xE [a,b]. 
pa) a T (a) 


Pentru wronskianul sistemului B de soluţii ale ecuaţiei diferențiale (1.8) 
se utilizează şi denumirea determinantul lui Wronski, după numele matema- 
ticianului polonez Josef Hoené Wronski (1778-1853). 


Definiția 1.2.3 Sistemul de soluții B din (1.12) se spune că formează un 
sistem fundamental de soluţii al ecuației diferențiale (1.8) dacă 


W(x) #0, (VY) z€ (a,b). 


Teorema 1.2.2 (Liouville) Wronskianul oricăror n soluții ale ecuației di- 
ferențiale liniară, de ordinul n, omogenă este, sau identic nul pe intervalul 
(a,b), sau diferit de zero în orice punct din (a,b). 


Demonstrație. Utilizând regula de derivare a unui determinant şi pro- 
prietăţile determinanţilor deducem că W(x) satisface ecuaţia diferenţială 
ordinară, de ordinul întâi, cu variabile separate 

al) 


W'(a) = (a) W(x), xE (a,b). (1.13) 


Dacă în locul variabilei x din egalitatea (1.13) punem t şi scriem egali- 
tatea corespunzătoare pe intervalul |zo, £] C [a,b], avem 


wW'(t) = — W(t), t€ [zo, z]. (1.14) 
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Integrând relaţia (1.14) pe intervalul indicat alăturat, obţinem 


In W(x) — In W (zo) = -f a ; 
zo ao(t) 
de unde 4) 
Tai 

W(x) = W (xo) ex -f dt), xE (a,b). 1.15 
(7) = W(zo)esp (= | p”) ze (ab) (1.15) 
Relaţia (1.15) arată că W este, sau funcţia identic nulă, sau nu are nici 
un zerou, după cum W (9) este zero, respectiv, diferit de zero. m 


Teorema 1.2.3 (Existenţa unui sistem fundamental de soluţii) Pen- 
tru orice ecuaţie diferenţială liniară şi omogenă, de forma (1.8), există un 
sistem fundamental de soluţii. 


Demonstraţie. Considerăm n? numere reale Qij cu proprietatea că ma- 


tricea pătratică A de ordinul n, având elementele a;;, este nesingulară. Fie 
Y1, Y2, ***; Yn Soluţiile a n probleme ale lui Cauchy pentru ecuaţia (1.8) care 
satisfac respectiv condiţiile iniţiale 


ata 


yilxo) = Qil, y;(xo) = Qi2, 0, Yi £o) = Qin, în. 


Existenţa şi unicitatea acestor n soluţii este asigurată de Teorema 1.1.2. 
Valoarea în zo a wronskianului acestor n soluţii este 


W[yi, y2,- --, Yn (z0) = W (zo) = det A. (1.16) 


Deoarece A este matrice nesingulară, determinantul ei este diferit de zero. 
Atunci, din (1.15) şi (1.16) rezultă că valorile wronskianului celor n soluții 
ale ecuaţiei (1.8) sunt nenule pe intervalul (a, b). 

Rezultatul stabilit şi Definiţia 1.2.2 demonstrează teorema. m 


Observaţia 1.2.3 Pentru o ecuaţie diferențială liniară de forma (1.8) se 
pot determina o infinitate de sisteme fundamentale de soluţii. 


Definiţia 1.2.4 Sistemul fundamental de soluţii B = {y1,Y2,..., Yn} ale 
căror derivate au proprietatea că într-un punct zo € (a,b) 


j— 1 p A 
y (20) = ôi, i= n, j= n, 


unde 5; sunt simbolii lui Kronecker, se numeşte sistem fundamental nor- 
mal. 
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Observaţia 1.2.4 Pentru un sistem fundamental normal, matricea A din 
demonstraţia teoremei precedente este matricea unitate de ordinul n. 


S-a arătat că Ker(L) este un spaţiu vectorial (vezi Teorema 1.2.1). 
Reamintim următoarele definiţii valabile pentru un spaţiu vectorial real S, 
oarecare. 


Definiţia 1.2.5 Elementele y1, Y2,..., Yp E S sunt liniar dependente da- 
că există p numere reale A, X>,..., Ap, nu toate nule, astfel încât să avem 


Ay + Ayo "+ Apup = 0. (1.17) 


Dacă elementele y1,y2,...,yp E S sunt liniar dependente, se mai spune 
că sistemul de vectori Sp = {41, Y2, - - - , Yp} este liniar dependent. 


Definiţia 1.2.6 Elementele y1, Y2,...,Yp E S sunt liniar independente, 
dacă ele nu sunt liniar dependente. 


Observaţia 1.2.5 Sistemul de vectori Sp = (91, Y2,- .-, Yp} C S este liniar 
independent dacă identitatea (1.17) are loc atunci şi numai atunci când toate 
constantele A, A2, +++, Ap sunt nule. 


Elementele din definițiile precedente pot fi funcţii reale definite pe un 
interval real. 

Se poate demonstra fără dificultate că un sistem de p vectori din S$ este 
liniar dependent dacă, şi numai dacă cel puţin unul din vectori se scrie ca o 
combinaţie liniară, de ceilalţi vectori ai sistemului. 


Definiţia 1.2.7 Dacă în spaţiul liniar S avem un sistem de p elemente 
liniar independente Sp = 91, Y2,- --, Yp} şi dacă orice y E S se exprimă în 
mod unic prin 


y = Cry + Coy2 +- - + CpYp, (1.18) 
unde C1, C2,...,Cp sunt numere reale, atunci spunem că spațiul vectorial 
S are dimensiunea p, sau că este p—dimensional şi că sistemul Sp de 
vectori formează o bază în S. Numerele reale C1, C2, -:-, Cp se numesc 


coordonatele vectorului y în baza Sp. 


Observaţia 1.2.6 Relaţia (1.18) se poate scrie în forma matriceală 


y=T.C, (1.19) 
unde T este o matrice de tipul 1 x p, de elemente y1, yY2,...,Yp, tar C este 
matrice de tipul p x 1 având elementele C1,C>,...,0p. Putem spune că C 


este matricea coloană a coordonatelor vectorului y în baza Sp. 
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Teorema 1.2.4 Baza într-un spaţiu liniar p— dimensional S, dacă există, 
nu este unică. 


Demonstraţie. Să considerăm un alt sistem de vectori din spaţiul liniar S, 
de elemente 21, 2, ---, zp. Conform Observaţiei 1.2.6 rezultă că elementele 
acestui sistem se pot scrie în formele 


zi =T-Ci, i=1,p, 


unde C; este matricea coloană a coordonatelor vectorului z; în baza Sp. 


Dacă elementele matricei C; sunt câ, Ci2, --:, Cip, atunci matricea linie z, 
cu elementele z1, Z2, -:-, Zp, se exprimă prin 
z=T.C, (1.20) 


unde C = (cij)pxp este matricea pătratică cu coloanele C;, i = 1, p. 

Matricea C din (1.20) se numeşte matricea de trecere de la baza Sp la 
sistemul de vectori Sp = (24, 22... , Zp}. 

Pentru ca sistemul de vectori Sp să fie bază în S este necesar ca el să fie 
liniar independent. 

Dependenţa. sau independenţa unui sistem de vectori rezultă studiind 
combinaţia, liniară 

AZ + À222 + :::+ Ap2p = 0, 


care, conform (1.19), se scrie 
z-A=0, (1.21) 


unde A este o matrice coloană de elemente A1, X3,..., Ap, iar z este matricea 
linie de elemente 21, 22,..., Zp- 
Din relaţiile (1.20), (1.21) şi din faptul că Sp este un sistem liniar inde- 
pendent rezultă, 
C.A=0, (1.22) 


unde O este matricea pătratică nulă de ordinul n. Egalând elementele cores- 
punzătoare din cei doi membri ai relaţiei (1.22) suntem conduşi la un sistem 
liniar şi omogen de p ecuaţii cu p necunoscute A, 49,..., Ap. Acest sistem 
are numai soluţia banală dacă şi numai dacă matricea sa C este nesingulară. 

Astfel, am demonstrat că dacă matricea de trecere C de la baza Sp la 
sistemul de vectori Sp este nesingulară, atunci Sp este bază în S. 

Cum numărul matricelor pătratice nesingulare de ordinul p este infinit, 
rezultă că dacă într-un spațiu vectorial p—dimensional există o bază, atunci 
el are o infinitate de baze. 
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Orice alt sistem format din p vectori ai spaţiului formează bază dacă şi 
numai dacă matricea de trecere de la o bază la acel sistem de vectori este 
nesingulară. E 


Exemplul 1.2.1 Funcțiile 1,x,e” sunt liniar independente pe IR deoarece 
condiția 
ài: 1+ A2- £+ àg: e= 0, (v) ze 


implică A = A = A3 = 0. 
Teorema 1.2.5 Condiţia necesară şi suficientă ca n soluții y1, yo, ...,Yn ale 


ecuaţiei diferenţiale L(y) = 0 să fie liniar independente este ca wronskianul 
W[yi, yo; ---Yn] să nu fie identic nul pe [a,b]. 


Demonstraţie. Să arătăm că această, condiţie este suficientă, adică dacă 
funcţiile y1,y2,.-.-;yn E Ker (L) sunt astfel încât W[y1, y2,- - , Yn|(z0) Æ 0, 


atunci sistemul B = {y1, Y2,- . , Yn} este liniar independent. 
Să admitem contrariul, ceea ce înseamnă că y1, Y2;.-.-,Yn SUNİ liniar 
dependente pe [a,b]. Atunci, există constantele C1, C2,..., Cn, nu toate nule, 


astfel încât 
Cry + C2y2 +- + Cnyn = 0. (1.23) 
În orice x € [a,b] egalitatea (1.23) şi cele obţinute derivând de (n — 1) 
ori sunt adevărate, astfel că putem scrie sistemul 


Ciyi(x) + Coy2(x) +--+ Cnym(2) = 0, 

Ciyile) + Coyglt) +--+ Cny (7) = 0, 
(1.24) 

Cyf (a) + Cai Dir) + Cai Piz) = 0 

şi, în particular 

Ciyı(£0o) + C2y2(x0) + e + Cnyn(zo) =0, 

C1y (20) + Coys (zo) + > + Cayn(zo) =Q, 
(1.25) 


Ciy” (x0) + Cayf™™ (z0) apa gato E Cay” (£0) = 0. 
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Însă, determinantul sistemului (1.25) în necunoscutele C1, C2, ++, Cn 
este W[y1, y2,- - , Yn| (z0) 7 0. Deci, sistemul nu are decât soluţia banală 
Ci = C2 =-= Ch = 0, 
Acest rezultat vine să contrazică presupunerea cà soluțiile y1, Y2,- , Yn 


sunt liniar dependente, prin urmare ele sunt liniar independente. 
Să arătăm acum necesitatea condiţiei din enunţul teoremei, adică dacă 


soluţiile y1, Y2;,..., Yn sunt liniar independente în Ker(L) atunci, în zo € 
[a,b], avem W ya, y2,.--synl(zo) 70. 
Deoarece funcţiile y1, Y2,- .., Yn sunt liniar independente, (1.23) are loc 


dacă şi numai dacă toate constantele sunt nule. În particular, sistemul 
(1.25) are numai soluţia banală, situaţie care se întâmplă dacă şi numai 


dacă determinantul sistemului, adică W|y1,y2,..-;yn](zo), este diferit de 
zero. Din Teorema 1.2.2 rezultă că wronskianul celor n soluţii este diferit 
de zero în orice punct din [a,b]. E 


Teorema 1.2.6 Ker(L) este un spațiu vectorial n—dimensional. 


Demonstraţie. Să considerăm soluţiile y1, y2, .. ., Yn ale ecuaţiei L(y) = 0 
care satisfac următoarele condiţii inițiale 
yı (0) = 1, y2(xo) = 0, ie: Un (70) = 0, 
yi (zo) = 0, ya(zo) > 1, e i Yn(x0) = 0, 
(1.26) 
yhe) =0, ha), e eeo) 


şi să demonstrăm că ele sunt liniar independente. 

Dacă, aceste soluţii ar fi liniar dependente, atunci ar exista constantele 
C1, C2, ..., Cn, nu toate nule, astfel încât să avem relaţia (1.23). 

Însă, deoarece y1, y2,...,Yn € Ker (L), din ecuaţia (1.23) deducem că 
într-un punct oarecare x € [a,b] avem sistemul (1.24). 

În particular, sistemul (1.24) este adevărat pentru z = xo şi, datorită 
condiţiilor iniţiale (1.26), acesta devine de forma (1.25) 


Coltri tt = 0, 


C1-0+05-1+:::+0,-0 = 0, 
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Acest sistem are doar soluţia banală C1 = 0, Co = 0,...,Cu = 0, rezultat 
care contrazice ipoteza. Prin urmare, sistemul de soluţii B = {y1, Y2,- , Yn} 
este liniar independent. 

Pentru ca acest sistem de soluţii să fie o bază în Ker (L) trebuie să arătăm 
că orice element y € Ker (L) este de forma 


y = Ciyi + Copa +: + Cryn. (1.27) 


Putem afirma că Ker (L) cuprinde totalitatea soluțiilor problemelor lui 
Cauchy pentru ecuaţia L(y) = 0. 

Existența şi unicitatea soluției y a unei probleme Cauchy pentru ecuația 
diferențială L(y) = 0 este asigurată de Teorema 1.1.1. Rămâne să arătăm că 
Ci, i = 1,n, din (1.27) există şi sunt unice. Dar aceasta rezultă din condiţiile 
iniţiale (1.7) care conduc la un sistem liniar şi neomogen. Datorită relaţiilor 
(1.26), sistemul liniar şi neomogen capătă forma foarte simplă 


Ci =y(z0), C2 = y' (£0), -.-1 Cn = D(zo). 


Deci orice element y € Ker(L) se exprimă în forma (1.27), ceea ce 
înseamnă că Ker (L) este n—dimensional şi că sistemul B = {y1, Y2,- --, Yn}, 
ale cărui elemente satisfac condițiile inițiale (1.26), formează o bază în 
Ker (L). E 


Observaţia 1.2.7 Un sistem fundamental de soluții ale ecuației (1.8) este 
o bază în Ker(L). Baza ale cărei elemente satisfac condițiile inițiale (1.26) 
este sistemul fundamental normal al ecuației L(y) = 0. 


Observaţia 1.2.8 Wronskianul oricăror n+ 1 soluții ale unei ecuații dife- 
rențiale liniare, de ordinul n, omogenă şi cu coeficienți variabili este identic 
nul pe intervalul de definiţie al coeficienţilor ecuației. 


Din această observaţie rezultă că dacă sistemul de functii {y1, Y2,- - , Yn}, 
definite pe un interval [a,b], este liniar independent, el poate constitui sis- 
temul fundamental de soluţii pentru o ecuaţie diferențială Iniară, de ordinul 
n, omogenă şi cu coeficienţi variabili. Dacă y este o soluţie oarecare a acestei 
ecuaţii, atunci sistemul de funcţii {y, Y1, Y2, . - -, Yn} este liniar dependent şi 
aceasta se întâmplă dacă, şi numai dacă wronskianul asociat acestui sistem 
de funcţii este nul. Prin urmare, ecuaţia diferenţială, căutată este 


W(y, Y1, Y2, e. Yn) =0. 
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Exerciţiul 1.2.1 Pe întreaga axă a numerelor reale se definesc funcţiile 
Y1, Y2, Y3 ale căror valori se determină după legile 


ile) =, pl) =z, yz(z)=e 


=p 


Să se arate că aceste funcţii sunt liniar independente şi să se determine 
ecuaţia diferenţială de ordinul al treilea, liniară şi omogenă care admite ca 
sistem fundamental de soluţii sistemul {y1, y2, y3}. 


Soluţie. Se găseşte că wronskianul celor trei funcţii este W (x) = (£? +2 + 
2)e-*, ceea ce arată că el este nenul pe mulţimea IR. Prin urmare, sistemul de 
funcţii {y1, y2, y3} poate fi un sistem fundamental de soluţii pentru o ecuaţie 
diferenţială liniară, de ordinul al treilea, omogenă şi cu coeficienţi variabili. 
Această ecuaţie este dată de anularea wronskianului W (y, y1, Y2, Y3), 


Yy Yy VW y rt g e” 
yY y W B y 1 2x —e™ 
wh lwo2 e i 
y” yt yg yy y” 0 0 =e 


Se găseşte 


(£? + 2x + 2)y + x°y" — 2ry' + 2y = 0. 


Această ecuaţie diferenţială are ordinul trei, este omogenă şi are coefici- 
enți variabili definiţi pe întreaga axă a numerelor reale. E 


Teorema 1.2.7 (Soluţia generală) Dacă B = {y1, Y2,..., Yn} C Ker(L) 
este un sistem fundamental de soluții pentru ecuația diferențială liniară de 
ordinul n omogenă L(y) = 0, atunci soluția generală a acesteia este 


y = Ciyi + Capa +: + Cryn, (1.28) 
unde C1, C2,...,Cn sunt constante arbitrare. 


Demonstraţie. Din Observaţia 1.2.7 şi din definiția unei baze într-un 
spațiu vectorial rezultă că orice alt element al spațiului liniar Ker (L) este 


de forma (1.28). 
Să considerăm mulţimea soluţiilor de forma (1.28). Conform Definiţiei 
1.2.1, aceasta constituie soluţia generală a ecuaţiei L(y) = 0, deoarece: 
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1. Orice element al mulţimii conţine n constante; 


2. Oricare ar fi constantele C1, C2,...,Cn, funcția (1.28) este o soluţie 
a ecuaţiei diferenţiale L(y) = 0 deoarece Ker(L) este un spaţiu liniar 
n— dimensional; 


3. Oricare ar fi x* € [a,b] şi oricare ar fi numerele reale yi, yă, --:, vă, 
putem determina în mod unic constantele C1, C2,...,Cn din (1.28) 
astfel încât y corespunzător să fie soluţia problemei lui Cauchy pentru 
ecuaţia diferenţială L(y) = 0 cu condiţiile iniţiale 


(2) = ui vu bi) = yh, 
căci aceasta revine la a rezolva sistemul liniar şi neomogen. 
Ciyi(2*) + Caya(z) +: + Cnyn(2*) = Yi, 


Cuypu(z*) + Coyala*) + --- + Cnyu(2*) = yj, 


Ciy Pa) + Oyf Pa) + Cap Dia) = ap. 


Determinantul acestui sistem, W [y1, Y2, . . - , Yn] (x*), este diferit de zero 
deoarece multimea {y1, Y2, ..-, Yn}, fiind un sistem fundamental de so- 
luţii, are wronskianul W |y1, Y2,..., Yn] nenul pe [a,b]. În consecință, 
sistemul are soluție unică. 


Astfel, teorema este demonstrată. E 


Observaţia 1.2.9 Pentru a scrie soluția generală (1.28) a ecuaţiei diferen- 
tiale L(y) = 0, este necesară cunoaşterea unui sistem fundamental de soluţii 
al acesteia. 


Observaţia 1.2.10 Ecuația diferențială L(y) = 0 are o infinitate de sis- 
teme fundamentale de soluţii. Este de ajuns să ne gândim că un sistem 
fundamental de soluţii este o bază în Ker(L) şi că un spaţiu vectorial finit 
dimensional are o infinitate de baze. Oricare alt sistem fundamental de so- 
luţii se obține cu ajutorul unei matrice de trecere nesingulară. 


Definiţia 1.2.8 Matricea cu o singură linie şi n coloane T = (y1 Y2 ... Yn), 
unde {y1,Y2,..., Yn} este un sistem fundamental de soluţii pentru ecuaţia 
diferenţială L(y) = 0, se numeşte matrice fundamentală a acestei ecuaţii. 
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Observaţia 1.2.11 Pentru o ecuație diferenţială liniară omogenă de or- 
dinul n cu coeficienți variabili există o infinitate de matrici fundamentale, 
oricare două asemenea matrici, IT şi L, fiind legate prin 


PTC, 
unde C este o matrice pătratică de ordinul n nesingulară. 


Exerciţiul 1.2.2 Fie y1, y2 soluţii ale ecuaţiei diferențiale liniară omogenă 
de ordinul al doilea cu coeficienţi variabili 


y” + (2x — 1)y + (sin e”)y = 0, 


care satisfac respectiv condițiile inițiale: 


Să se determine W [y1, y2] şi să se scrie soluţia generală a ecuaţiei. 


Soluţie. Existenţa şi unicitatea celor două soluţii este asigurată în baza 
Observaţiei 1.1.1. Valoarea în x = 0 a wronskianului celor două soluţii yı şi 
Yz este 


Wy, y2](0) = W(0) = = H9 


Din Teorema 1.2.2 rezultă, că 
W(z) = W(0) -exp (- f (2t-1)dt) = W(0) ete, 
(0) 


Prin urmare, wronskianul celor două soluţii este nenul în toate punctele axei 
reale. Deoarece numărul celor două soluţii este egal cu ordinul ecuaţiei di- 
ferenţiale, rezultă că sistemul de soluţii {y1, y2} este un sistem fundamental 
de soluţii. Aşadar, soluţia generală a ecuaţiei date, definită pe întreaga axă 
a numerelor reale, este 

y = Ciyu + Cotp, 


unde C4 şi Co sunt constante arbitrare. E 
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Teorema 1.2.8 Dacă se cunoaşte o soluţie particulară a ecuaţiei (1.8), fie 
aceea yı(x), atunci prin schimbarea de funcţie 


y(z) = yız(z), (1.29) 
z(x) fiind noua funcţie necunoscută, ordinul ei poate fi micşorat cu o unitate. 
Demonstraţie. Obţinem succesiv: 


y = Yiz, 
y = yz+yz, 


yiz + 2yiz + y2” 


y™z + Clyd y +o + Cy. 


e 
= 
Il 


Înlocuind acestea în (1.8) si ţinând cont că L(y1) = 0, deducem o ecuaţie 
diferenţială. de ordinul n având ca necunoscută funcţia z = z(x), care are 
coeficientul lui z nul. Această ecuaţie conţine derivatele până la ordinul n 
ale funcţiei z. 

Cu o nouă schimbare de variabilă dependentă 2 = u, obţinem o ecuaţie 
diferenţială liniară şi omogenă de ordinul n — 1, de forma, 


Aola JuD + A(a)uD +--+ Anı (£)u = 0, 


a cărei necunoscută este funcția u. m 


Exerciţiul 1.2.3 Se consideră ecuaţia diferențială 


2 2 
I 7 

t = 0 
y + (tgz za) popi 


căreia i se cunoaşte soluţia particulară yı (x) = sin x. Să se determine soluţia 
generală a acestei ecuaţii şi să se rezolve problema lui Cauchy cu condiţiile 


iniţiale = i 
v(3)=0 v(g)= 


Soluţie. Efectuând schimbarea de funcţie necunoscută y = zsin x şi ţinând 
cont de 


y = z'sing + zcosgz, y = z" sinz +22 cosg — z cos z, 
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obţinem 
z!" sing 


z! 


COS £ 
Soluţia, acestei ecuaţii este 2” = C4 cosx şi deci z = Cı sin z + C2. Ținând 
cont că y = z sin z, deducem că soluţia generală a ecuaţiei inițiale este 


y= Ci sin? z + Cosin z. 
Impunându-i acestei soluţii generale condiţiile inițiale, suntem conduşi 


la sistemul 
CV3+202 = 0, 
C173 zh C2 2, 


care are soluţia C1 = Sar Co = —2, 


Deci soluţia. problemei lui Cauchy este y = sin? x — 2 sin z. m 


Observaţia 1.2.12 Dacă ao(2)+aa(2)+:::+an(2) = 0, atunci y = e” este 
o soluţie particulară a ecuaţiei diferenţiale (1.8), iar dacă an—1(£)+£an(x) = 
0, ecuația (1.8) admite soluţia particulară y = zx. 


Exerciţiul 1.2.4 Cunoscând o soluţie y = yı (x) a ecuaţiei diferenţiale li- 
niară, omogenă, de ordinul al doilea 


ao(x)y” + ai(x)y' + az(£)y = 0, (1.30) 
sà se determine soluția sa generală. 


Soluţie. Împărţind cu ao(x) şi folosind notația 


ecuația (1.30) devine 
y” + pi(£)y' + polx)y = 0. 


Dacă cunoaştem o soluţie yı a acestei ecuaţii, atunci, cu schimbarea de 
funcţie necunoscuta y = yiz, putem micşora, ordinul cu o unitate. Ecuația 
diferențială în z este 


p(2)2 + (2y (£) + pı(£)yı(x£))? = 0. 
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Această, ecuaţie se scrie în forma echivalentă 


+ pı(x) =0. 
Integrând, obţinem 


In 2 +21lny (x) = In (Cze (- f pi(e)dz)), 


de unde rezultă 


Co exp ( — | mae) 
vi (2) l 


Integrând şi această ecuaţie, obţinem 


ci fitze) 


yi(x) 


$ 
a EES 


dz. 


z=01+0 | 


De aici rezultă că soluţia, generală a ecuaţiei (1.30) este 


size d 


ya) 


y = Ciy (x) + Canta) f dz. 


Din expresia soluției generale deducem că un sistem fundamental de so- 
luţii pentru ecuația diferențială liniară de ordinul al doilea este format din 
funcţia yu şi funcţia, 


exp | — (z)dz 
m = mt) | A |n A (1.31) 


vi (7) 
determinată cu ajutorul lui y (2) şi a unuia din coeficienţii ecuaţiei. E 
Exerciţiul 1.2.5 Să se integreze ecuaţia diferenţială 
H 2 
1, Ub 0 


A z : i ; y sin £ 
cunoscând că admite soluția particulară yı = . 
T 


24 Ion Crăciun 


Soluţie. A integra, o ecuaţie diferenţială înseamnă a determina toate solu- 
tiile sale. Pentru o ecuaţie diferenţială liniară, aceasta. revine la a determina 
soluţia, sa generală. Soluţia generală se poate preciza dacă se cunoaşte un 
sistem fundamental de soluţii ale acelei ecuaţii. 

Conform Exerciţiului 1.2.4, un sistem fundamental de soluţii pentru e- 
cuaţia dată este format din yu (x) şi funcţia y2(2) dată de (1.31). Avem 


sin £ r? 2 sin g da Cos £ 
y2(z) = 2 exp ( de da ati ind 
£ sin? x £ £ sin? x z 


Având un sistem fundamental de soluții 


sin % COS £ 


y(x) = z’ y(x) = PE 


soluția generală a ecuaţiei diferenţiale liniare omogene de ordinul al doilea 
este 


sin £ cos £ 
y(z) = Ci + 02——, 
z z 
unde C1 şi Co sunt constante arbitrare. E 


Exerciţiul 1.2.6 Să se determine soluția generală a ecuaţiei diferențiale 
zy” — (x +1)y' +y =0. 


Soluţie. Suma coeficienţilor acestei ecuații diferenţiale este zero, prin ur- 
mare ecuaţia admite soluţia particulară yı = e”. Pe de altă parte, coeficienții 
ecuaţiei date sunt polinoame, fapt ce conduce la posibilitatea ca ea să ad- 
mită ca soluţii particulare polinoame, de exemplu de forma y(x) = az + b. 
Impunând ca yz să fie soluţie, găsim b = a. Prin urmare, y2 = a(x + 1), cu 
a Z 0, poate constitui soluţie particulară a ecuaţiei date. Soluţia generală 
este y = Cye? + Ca(z + 1). [] 


1.3 Ecuația diferenţială liniară neomogenă de or- 
dinul n cu coeficienţi variabili 


Am văzut că o asemenea ecuaţie diferenţială are forma 


L(y) = f(x), (1.32) 


L(y) = ao(z)jy™ + ai(x)y®® +--+ an-il(z)y' + anl(z)y. (1.33) 
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În ecuaţia diferenţială (1.32), y € C”([a,b]) este funcţia necunoscută, 
f e CO([a,b]) este termenul liber al ecuaţiei, ao, a2,..., an E€ C?(Ja, b|) sunt 
coeficienţii ecuaţiei, iar ao(x) Æ 0 pe [a,b]. 
Ecuația diferenţială 
L(y) =0 (1.34) 


a fost denumită ecuaţia omogenă asociată ecuaţiei (1.32). 
In paragraful precedent am demonstrat că soluţia generală y a ecuaţiei 
omogene asociate este 


Yo = Ciy (z) + Caya(2) + -+ Can), (1.35) 


unde C1, C2,...,C sunt constante arbitrare, iar {y1, Y2,..., Yn} este un 
sistem fundamental de soluții ale ecuației (1.34). 


Teorema 1.3.1 (Soluția generală a ecuației neomogene) Dacă yo este 
soluția generală a ecuației omogene asociate (1.34) ṣi Yp este o soluție par- 
ticulară a ecuației neomogene (1.32), atunci 


Y = Yo + Yp (1.36) 
este soluția generală a ecuației (1.32). 


Demonstraţie. Deoarece yp este o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene 
(1.32) rezultă 
L(yp) = FE) (v) TE la, b], (1.37) 


iar din faptul că yo este soluția generală a ecuației omogene asociată ecuației 
(1.32), avem 
L(yo) =0, (V) ze [a,b]. (1.38) 


Relaţiile (1.37) şi (1.38) demonstrează că (1.36) este o soluţie a ecuaţiei 
diferenţiale neomogene (1.32). 

Soluţia. (1.36) conţine n constante arbitrare. 

Pentru ca (1.36) să fie soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (1.32), mai 
trebuie arătat că problema lui Cauchy pentru ecuaţia (1.32) cu condiţiile 
iniţiale oarecare 


y(zo) = y, y' (xo) ai A sd „y(n-D(zo) = y9, (1.39) 


are soluţie unică în mulţimea funcţiilor de forma (1.36), adică putem deter- 
mina în mod unic constantele 09, C9, ..., C? astfel încât funcţia 


y = Cy (£) + C9ya(2) + -:: + COun(2) + yp(2), ze [a,b], (1.40) 
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să satisfacă condiţiile iniţiale (1.39). Pentru aceasta ar trebui ca sistemul 
liniar şi neomogen de n ecuaţii cu n necunoscute 


C1y (20) + Caya(20) + -< + Cnyn(zo) y? — yp(zo), 
Cui (xo) + Cayo(0) + --- + Cnyn (20) = y$ —ypl(zo), 


sea 


Ciy” (z0) + Cyf” (x0) +--+ Cai” D(zo) = 90 — yp(zo) 


să aibă soluţie unică. 

Determinantul sistemului, W[y1, Y2, . - - , Yn] (z0), este diferit de zero de- 
oarece {y1, Y2,..., Yn} este sistem fundamental de soluţii pentru ecuaţia di- 
ferenţială omogenă (1.34). În consecință, sistemul are soluţia unică 09, C9, 
CR cu m 


Teorema 1.3.2 Dacă {y1, Y2, ..., Yn} este un sistem fundamental de soluţii 
pentru ecuația omogenă asociată ecuației diferențiale liniare de ordinul n 
neomogenă cu coeficienți variabili (1.32) şi funcţiile u1, u2, -:-, Un, deriva- 
bile pe intervalul real [a,b], sunt astfel încât derivatele lor satisfac sistemul 
liniar şi neomogen 


pu) (2) + ml) +- + va) (2) = 0, 
yi (ajui (x) + (la) +- + (ul) = 0, 

(1.41) 
yE? (aui (2) + 98 Piu) + o t gl (oul (2) = 0, 
Piu) + Punta) H t ul Duo) = AE, 


atunci funcţia 
Yp(x) = u (£)yı (x) + uz(x)y2(z) + o + un(z)yn(£), ze [a,b], (1.42) 
este o soluție particulară a ecuației diferențiale neomogene (1.32). 


Demonstrație. Trebuie să arătăm că avem 


L(yp) = (2). (1.43) 
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Pentru aceasta trebuie să determinăm expresiile derivatelor până la ordinul 
n ale funcţiei yp din (1.42). Având în vedere (1.41), rezultă că 


Yp(0) = ua) (x) + u2z(x)ya (z) +- + unu (2), 


Vp (7) = ua) (2) + ua(x)yz (x) +- + un(z)yn (2), 


yp (x) = ua" (a) + uale) (a) +- + unle)yk (a), 

n n n n IL 
sa) = unt (e) + catel) H t unt) + DO. 
Din aceste derivate şi (1.42) rezultă (1.43). = 


Exerciţiul 1.3.1 Să se integreze ecuaţia diferenţială liniară, de ordinul al 
doilea, cu coeficienţi variabili, neomogenă xy" — y! = x?, pe intervalul ne- 
mărginit (0, +00). 
Soluţie. Ecuația omogenă asociată ecuaţiei date, xy” — y = 0, se scrie în 
IZA 
forma echivalentă A = —, din care deducem d(ln y’) = d(ln x). 
z 
Diferenţialele a două funcţii sunt egale dacă şi numai dacă funcțiile 


diferă printr-o constantă. Prin urmare, ln y’ = ln x + In (202), unde C% este 
o constantă reală pozitivă. 


Ultima, egalitate conduce la y’ = 20oz şi, de aici, putem afirma că 
orice soluţie a ecuaţiei omogene asociate este o funcţie strict crescătoare 
pe [0, +00). 


Integrând ecuaţia liniară y = 20oz, obţinem y = C1 + Coa2, unde C1 
este o constantă reală arbitrară. 

Din faptul că sistemul de funcţii (1, 22) este liniar independent în spaţiul 
liniar 02([0,+00)) rezultă că y1 = 1 şi y2 = 22 constituie un sistem funda- 
mental de soluţii pentru ecuaţia omogenă asociată. 

Căutând soluţia particulară yp(x) de forma yp(2) = u(x) + 22u2(2), 
rezultă, că, derivatele funcţiilor ua şi u2 trebuie să verifice sistemul 


u + da = 0, 
1 r 
2rup = — 

£ 


Nj =e 


: a 1 
Soluţia acestui sistem este u| = z uh = =. 
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3 
x 1 
Determinând câte o primitivă, găsim u(x) = R u(x) = z7 


Prin urmare, o soluție particulară a ecuației neomogene este 


Yp(7) = u(r) (z) + u(z)yl2) = -5 t7 F 


3 
z 
Soluţia generală a ecuaţiei date este y = C1 + Cox? + z C] 


Observaţia 1.3.1 Din (1.28) şi (1.42) deducem că, formal, o soluție par- 
ticulară a unei ecuaţii diferențiale liniară şi neomogenă de ordinul n cu 
coeficienți variabili se obține din soluția generală a ecuației omogene asociate 
trecând constantele în funcţii, adică prin variația constantelor. Ideea aces- 
tei treceri aparţine lui Lagrange şi din acest motiv metoda de determinare a 
unei soluţii particulare este cunoscută ca metoda variaţiei constantelor 
a lui Lagrange. 


Dacă soluţia sistemului (1.41) este 


ulz) = fi(æ), uals) = falt), un) = fn(0), 


atunci determinarea funcţiilor u1, U2, ..., Un se reduce la cuadraturile 


PR e + | Do dă a (1.44) 


unde K1, K2,..., Kn sunt constante oarecare. 
Inlocuind pe ua (2), u2(2),..., un(2) în egalitatea (1.42), obţinem soluţia 
generală a ecuaţiei diferenţiale neomogene (1.1) 


y = Kiyı + Koy2 +--+ Knyn +Y, (1.45) 


unde 
Yule) | > E (dietă) i * falt)dt +-+ unz) I “ falt)dt, (1.46) 


care depinde de n constante oarecare K1, K2,..., Kn, cu ajutorul căreia se 
poate rezolva o problema a lui Cauchy a ecuaţiei diferențiale (1.1) pentru 
orice x € [a,b] şi orice date iniţiale (y9, y9, ...,y}) € IR". 

Este important de reţinut forma ecuatiei (1.45). În această ecuatie, Y (x) 
este o soluţie a ecuaţiei neomogene (1.1) care se obţine din ecuaţia (1.44) 
luând Kı = 0, Ko = 0,..., An = 0. 


Observaţia 1.3.2 Soluţia generală a unei ecuaţii diferențiale linaiare neo- 
mogenă se obține adăugând la soluția generală a ecuaţiei omogene asociate 
o soluție particulară a ecuaţiei neomogene. 
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1.4  Ecuaţii diferenţiale de ordinul n liniare omo- 
gene cu coeficienţi constanţi 


In acest paragraf ne vom ocupa de integrarea ecuaţiei diferenţiale liniare şi 
omogene de ordinul n 


L(y) = aoy™® +ay"™® +--+ an + any =0, (1.47) 


în care coeficienţii ag, a1,- .., an sunt constante reale. 

Coeficienţii ecuaţiei (1.47) pot fi însă şi numere complexe. 

Tipul de ecuaţie diferenţială (1.47) constituie unul din exemplele cele mai 
interesante de ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul n deoarece se integrează 
uşor cu ajutorul unor funcţii elementare. 

Metoda de integrare a fost elaborată de Euler şi se bazează pe două 
identități importante. 


1.4.1  Identitaţile lui Euler 
Teorema 1.4.1 Operatorul liniar L din (1.47) verifică identitatea 

PA ete K(r), (1.48) 
unde 


n 
Ip eo anar + an = Y apr". (1.49) 


k=0 


K(r) = aor” + ayr" 


Demonstraţie. Pentru functia y = e"? avem 
y 


y' (x) = per, y" (x) — p2erz p(n) = pn=lerz y(2) = pherz 
şi de aici rezultă că 
L(e'?) = e"? (aor” + air! +--+ apar Fan), 
adică avem identitatea (1.48). m 


Teorema 1.4.2 Dacă în L(y) se înlocuieşte y cu 2 e"*, unde z este o funcţie 
de x, de n ori derivabilă pe IR, se obține identitatea 
K'(r) 1 K” (r) n 


Dis (n)| erz 
i z + a + Z Je . (1.50) 


L(zer2) = |K(r)z+ 
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Demonstraţie. Pentru a demonstra această identitate se observă că avem 
nevoie de derivata, de ordinul k, unde k ia toate valorile întregi de la zero 
până la n, a funcţiei y = ze'”. Aplicând formula de derivare de ordinul k a 
unui produs de două funcţii, obţinem 


yP = (ra + O + Gerr Taret Ok) jer? = 
k (1.51) 


Se observă că expresia lui L(y) se scrie 


L(y) = X angy”. (1.52) 
k=0 


Introducând (1.51) în (1.52), obtinem 


n k n k 
DA ZE = e” 3 dh 5 Cfrk-52(5) = ere 5 5 Can- prts). (1.53) 
k=0 s=0 k=0 s=0 


1 
Coeficientul derivatei de ordinul p a funcției z este — K (P) (r) e"? Folo- 


sind acest rezultat, deducem identitatea (1.50). m 


Definiția 1.4.1 Polinomul K(r) din (1.49) se numeşte polinomul carac- 
teristic al ecuației diferențiale liniare omogene de ordin n cu coeficienți 
constanti, iar ecuația 


n 
K(r) = aor” + ajr”! +: + an-ir + an = 5 apr” ¥ =0 (1.54) 
k=0 


se numeşte ecuație caracteristică. Rădăcinile ecuației (1.54) se numesc 
rădăcini caracteristice. 


Din teorema fundamentală a algebrei rezultă că ecuația caracteristică, 
având gradul n, are, în corpul comutativ al numerelor complexe, n rădăcini. 
Coeficienţii ecuaţiei caracteristice fiind numere reale, rezultă că dacă r = 
a + iß este o rădăcină caracteristică, atunci conjugata acesteia 7 = a — iß 
este de asemeni o rădăcină caracteristică. Aceste rădăcini, reale sau complex 
conjugate în perechi, pot fi distincte sau multiple. 

În continuare vom analiza diverse cazuri în care se pot plasa rădăcinile 
caracteristice şi, de fiecare dată, vom arăta cum se determină un sistem 
fundamental de soluţii a ecuaţiei (1.47) şi soluţia sa generală. 
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1.4.2 Cazul rădăcinilor caracteristice reale distincte 


Teorema 1.4.3 Dacă toate rădăcinile ri, r2,...,Tn ale ecuației caracteris- 
tice (1.54) sunt reale şi distincte, atunci funcţiile 


yı(x) = ent y2(x) = gat, ati Yn (7) = erni (1.55) 


sunt soluții liniar independente ale ecuației (1.47) şi soluția generală a e- 
cuaţiei diferențiale (1.47) este 


y = Cie? + Cae?” + ...+ Cne”. (1.56) 


Demonstrație. Conform Teoremei 1.4.1, fiecare din functiile (1.55) verifică 

ecuația (1.47). Aceste funcții formează un sistem fundamental de soluții 
=ar 

deoarece wronskianul lor este produsul dintre e(ritrzttrn)z = e ao” şi 


determinantul Vandermonde al numereleor distincte ri, r2, ...,Tn si este deci 
diferit de zero. 

Dar un sistem fundamental de soluţii al ecuaţiei (1.47) este format din 
elemente liniar independente din spaţiul vectorial C” (IR). 

În această situaţie, soluția generală a ecuației (1.1) este evident (1.56) şi 
teorema este demonstrată. = 


Exerciţiul 1.4.1 Să se determine soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale 
liniare, omogenă, cu coeficienţi constanţi 


y” RU Ty" n 14y’ a, 8y = 0 


şi sà se rezolve problema lui Cauchy a acestei ecuații cu condițiile inițiale 


Soluţie. Ecuația caracteristică, r° — 7r? + 14r — 8 = 0, are rădăcinile rı = 
1,ro = 2,r3 = 4 şi sistemul fundamental de soluţii y1 = e, y2 = e°”, y3 = 
e7. Soluţia generală a ecuaţiei diferențiale este y = Cre? + Coe?” + Cet. 

Impunând soluției generale să satisfacă condițiile inițiale, gasim sistemul 


C1 + Ca + C3 = |, 
Cı +2C2 +4C3 = -1, 
C1 +4C2 + 1603 = il 


care are soluţia unică C1 = 7, Co = —8, C3 = 2. 
Prin urmare, soluţia problemei Cauchy este y = 7e” — 8e?” + 2e". m 
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1.4.3 Cazul rădăcinilor caracteristice complexe distincte 


Dacă ecuaţia caracteristică, are rădăcina complexă r = a + iĝ, ea fiind una u 
coeficienţi reali, admite ca rădăcină şi conjugata complexă a acesteia, adică 
per =a-—ip. În acest caz, ordinul n al ecuaţiei diferenţiale trebuie să fie 
un număr par, n = 2m. 

Să presupunem că rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt numerele com- 
plexe distincte 


şi că rm+j este conjugata lui rj. 
Prin urmare, expresiile acestor rădăcini sunt 


rı = ou +, r2 = 0 + if, ©, Tm = Qm + ibm, 
(1.57) 
Tm+1 = Q1 — i1, Tm+2 = Q2 — ib2, >>, Tom = Am — ipm. 


Conform celor prezentate, rădăcinilor caracteristice (1.57) le corespund 
soluțiile liniar independente 


a tibie, ri (a2 tipa)e. 


J2 =e am ti e, 


Jı = el i Jm = el 


(1.58) 


= e(m—if)z y 


Ym+1 = m+2 = ela2=ip2)2, 


-- Jom = elm ibm)E, 
care sunt însă, funcţii cu valori numere complexe. 


Relațiile 
e(atif)z = eat (cos Ba + isin Ar), eP) = e°? (cos Bx — isin Br) (1.59) 


şi faptul că ecuația diferenţială (1.47) este liniară conduc la concluzia că 
funcţiile obţinute din (1.58) prin anumite combinaţii liniare, care se vor 
vedea mai jos, sunt de asemeni soluţii ale ecuaţiei diferenţiale (1.47), cu 
precizarea că de data aceasta, spre deosebire de (1.58), ele vor fi reale. Aceste 
combinaţii liniare sunt 


a + Ari . ap ar . A 


Matricea de trecere de la sistemul fundamental de soluţii (1.58) la sis- 
temul de soluţii (1.60) este nesingulară, prin urmare sistemul de soluţii (1.60) 
este de asemeni un sistem fundamental de soluţii. 
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Din (1.58), (1.59) si (1.60) rezultă că expresiile acestor soluţii sunt 


yı = e% cos pig, Ym+ı = e% sin fixr, 
y2 = e”? cos pəz, Ym+2 = e% sin bzr, 
(1.61) 
Ym = e%mtcos mr, Vom = e% sin max. 
În acest caz, soluția generală a ecuației (1.47) este 
m 
y= 5 e°? (Ck cos Br + Ciu sin pka). (1.62) 


k=1 
Exercitiul 1.4.2 Să se integreze ecuația diferențială y” + 4y' + 13y = 0. 


Soluţie. Ecuația caracteristică corespunzătoare, r? + 4r + 13 = 0, are ră- 
dăcinile complex conjugate 


rı =—2+3i, r= -—2-— 3i. 


Conform celor prezentate, sistemul fundamental de soluții este format din 


functiile 


2 2 


y(x) = e“ cos 3z, yalx) = e7% sin3z. 


Soluţia, generală a ecuației date este y = e7?® (C1 cos 3x + Co sin 3x). m 


1.4.4 Ecuația caracteristică are rădăcini distincte 


Să presupunem că rădăcinile ecuaţiei caracteristice (1.54), reale şi complex 
conjugate, sunt distincte. Primele 2m dintre ele sunt complex conjugate în 
perechi, adică, de forma 


rj = aj tibi, Tm+j =Qj— ipj, j=1,m, 


iar celelalte n — 2m sunt reale şi notate cu rəm+s, unde s E€ 1,n — 2m. 
Contribuţia rădăcinilor complex conjugate la un sistem fundamental de 
soluţii este format din funcţiile 


Yyk(r) = 692 cos Buz, Uma) = e%” sin Ap, k=1,m, (1.63) 
iar aportul celor reale se constituie din funcțiile 


Y2m+s( £) = e"2mrs*, sEel,n—2m. (1.64) 
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Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (1.47) este în acest caz 


m n—2m 
y= XO (Cr COS Bt + Cmk Sin Bpe)e t? + 5 Comat 2mte?, (1.65) 
k=1 s=1 


Exerciţiul 1.4.3 Să se determine soluţia generală a ecuației diferențiale 
liniare cu coeficienţi constanţi 


y" 4 3y” E 4y' 4 2y = 0. 


Soluţie. Ecuația caracteristică, r* + 3r? + 4r + 2 = 0, are toate rădăcinile 
simple: rı = —1 + i; ro = —1 — i; r3 = —1. Contribuţia la un sistem funda- 
mental de soluții a rădăcinilor caracteristice complex conjugate este formată 
din functiile 

yı(z) = e “cosz, y(x) = e~” sinx, 


iar cea a rădăcinii reale este y3(x) = e7”. Aceste contribuţii formează un 
sistem fundamental de soluții pentru ecuaţia, diferențială dată şi deci soluţia 
generală a acesteia este y = (C1 cos + Cosin ze? + Cse”. m 


1.4.5 Ecuația caracteristică are o rădăcină multiplă 


Să revenim la cazul general al ecuaţiei diferenţiale (1.47) în care coeficienţii 
sunt constante reale şi să presupunem că ecuaţia caracteristică (1.54) are 
rădăcina r = ra multiplă de ordinul p, unde 2 < p < n. Înlocuind în identi- 
tatea (1.50) pe r cu rı şi ţinând seama că 


K(rı)=0, K'(r2)=0, --:, K®-Ð(rı)=0, KO(r)Z0, 
obţinem 
Te fie ena [EP o KENN pasa ED o) 
p! (p+ 1)! n! 


Dacă z se înlocuieşte cu oricare din funcțiile 
2 -1 
To w gan cama iP 


paranteza din membrul al doilea al relaţiei (1.66) este nulă şi, prin urmare, 
avem 


L(e™®)=0, dAzey=0 00) 0, AP 160, 
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ceea, ce dovedeşte că funcţiile 
ei? apele ET e ..,, gPTl. e"? (1.67) 


sunt soluții ale ecuației diferențiale (1.47). 
Inmulţind aceste soluții cu constante oarecare şi adunându-le deducem 
că la rădăcina, caracteristice p—multiplă r = rı corespunde soluţia 


y = e"? (C1 + Cox + C32? + --- + Cpe?!) (1.68) 


care depinde de p constante arbitrare C1, C2,...,Cp şi care se mai poate 
scrie sub forma 


y = e" Qp-1 (2), (1.69) 


unde Qp—ı(7x) este un polinom oarecare de gradul p — 1. 


Observaţia 1.4.1 Dacă rădăcina caracteristică multiplă rı, de multiplici- 
tate p, este complexă, deci este de forma rı = &œı + ißı, atunci şi conjugata 
complexă a acesteia, Ti = a — ißı, este rădăcină p— multiplă. Procedând 
ca în cazul rădăcinilor caracteristice compleze distincte şi ţinând cont de 
(1.68), rezultă că funcţia 


y = e™? (Qi) cos Biz + Rp-1(x) sin bız), (1.70) 


unde Qp—1(£) şi Rp-(2) sunt polinoame de grad p—1 cu coeficienți numere 
reale arbitrare, este o soluție a ecuației diferențiale (1.47). 


Exerciţiul 1.4.4 Să se determine soluția generală a ecuaţiei diferențiale 
liniare, omogene, cu coeficienţi constanti y® + 2y" + 3y" + 2y! +y =0. 
Soluţie. Ecuatia caracteristică a ecuației date, r4 + 2r + 3r? +2r +1 = 0, 


este o ecuație reciprocă şi se rezolvă utilizând substituţia r + — = u. Se 
r 


găsesc rădăcinile 


de multiplicităţi pı = 2 respectiv po = 2. 
Primei rădăcini caracteristice duble îi corespunde soluţiile 


_z zV3 


_z T 
y =e TE ii Y2 = LE 2 COS ——, 
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iar cea de a doua conduce la soluţiile 


zV3 


_a , TV3 E se 
yz =e ui E Y4 = ze A pa 


Deoarece numărul acestor soluţii este egal cu ordinul ecuaţiei diferen- 
tiale, rezultă că soluţia sa generală, este 


z 
2 . 


ai 


y= (a + Caz) cos at. + (C3 + Caz) sin ET 


Folosind soluţia generală determinată, se poate rezolva orice problemă a 
lui Cauchy pentru această ecuație diferențială dată. EI 


1.4.6 Cazul rădăcinilor caracteristice reale multiple 


Teorema 1.4.4 Dacă ecuaţia caracteristică (1.54) are m rădăcini reale 
multiple ri, ro, ..., Tm, de respectiv multiplicitățile pı, p2,..., Pm, unde 
pı + p2 +: +pPm =n, atunci funcţiile 


eiT, zerit, L erir, aA pilotii 3 = l,m, (1.71) 


formează un sistem fundamental de soluții pentru ecuația diferențială (1.47), 
iar funcția 


y= ES Omil) + e7 Qp- (T) Aua e™Qpm-1(2), (1.72) 


unde Qp -1(2£), Qpo—1 (2), -.-, Qpm-—1(2) sunt polinoame cu coeficienți reali 
arbitrari de gradele indicate de indicele fiecăruia, este soluția generală a 
ecuației diferențiale (1.47). 


Demonstrație. Presupunem, prin absurd, că soluțiile (1.71) nu formează 
un sistem fundamental pentru (1.47). Atunci, există constantele reale 


hji, hjz, hj, e.e; h j=l,m, (1.73) 


Jpj 2 
nu toate nule, astfel încât, înmulţind fiecare soluţie din tabloul (1.71) cu 
constantele corespunzătoare din tabloul (1.73) şi adunându-le, să obţinem 


Ms 


(hj ei? + hjgei® + hjg ei? +... + hip, Pi eri?) = 0, (1.74) 


= 
Il 
m 


Dar (1.74) se poate scrie sub forma egalității 


e” Hi (x) + e°” Ho(x) + e” Ha(£) +--+ e" Hml) = 0, (1.75) 
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unde 


H;(2) = hj, + hit + hjt? +- + hjp 2PI7}, ] = 1,m, (1.76) 


care are loc pe întreaga axă a numerelor reale. 

Constantele din (1.73) nefiind toate nule, polinoamele (1.76) nu sunt 
toate identic nule. Să presupunem că notaţiile au fost astfel alese încât 
ultimul polinom, F(x), este neidentic nul. 

Fie h1,h2,..., hm gradele polinoamelor introduse în (1.76). Din demon- 
straţia pe care o vom prezenta vom vedea, că presupunerea ca Hm(x) să fie 
neidentic nul nu este posibilă. 

Pentru aceasta, înpărţim ambii membri ai egalităţii (1.75) cu e'1* şi apoi 
derivăm de hı ori. 

Procedând astfel, polinomul Hi (2) dispare şi obţinem o ecuaţie de forma 


e(72-702H2 a(x) + e")? H3 (£) + + er TD Hm ae) =0, (1.77) 


în care polinoamele H31(£), H31(£), ..., Hm (x) au aceleaşi grade cu 
respectiv polinoamele Hə(x), H3(2),..., Hm(x), polinomul Hm (x£) nefiind 
identic nul. 

Aplicând din nou procedeul care a condus la egalitatea (1.77), dar în 
care operatorul de derivare se aplică de ho + 1 ori, se ajunge la egalitatea 


gamta aola -00 810) Ea a (De alee Pi 00) a= ATS) 


în care polinoamele H3 (x), H42(2),..., Hm (£) au respectiv aceleaşi grade 
ca şi polinoamele H3(), Ha(z),..., Hm(2), polinomul Hm,2(x) nefiind iden- 
tic nul. 

Procedeul continuă până se ajunge la egalitatea 


efm m-t H n n-a (2) =0, 


care trebuie să fie adevărată pe toată axă a numerelor reale şi în care poli- 
nomul Hm,m—ı(x) are gradul m şi nu este identic nul. Simplificând prin 
e(m-rm-2 ajungem la concluzia că Hm n-1(x£) = 0, oricare ar fi z € R. 
Aceasta este însă imposibil. 

Contradicția la care s-a ajuns demonstrează că toate constantele din 
(1.73) sunt nule gi deci sistemul de funcții din tabloul (1.71) este liniar 
independent. 

Prin urmare, sistemul de funcții (1.71) constituie un sistem fundamental 
de soluţii pentru ecuaţia (1.47). 
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Înmulțirea soluţiilor fundamentale (1.71) cu constante reale oarecare, 
urmată de adunarea lor, conduce la concluzia că soluţia generală a ecua- 
tiei diferenţiale (1.47) este de forma (1.72) şi astfel teorema este complet 
demonstrată. E 


Exerciţiul 1.4.5 Să se determine soluţia generală a ecuaţiei diferențiale 
liniare, omogene, cu coeficienţi constanti y® — 2y" — 3y" + 4y! + 4y = 0. 


Soluţie. Ecuația caracteristica, rt — 2r3 — 3r? + 4r + 4 = 0, are rădăcinile 
duble rı = —1 şi r2 = 2. 
Un sistem fundamental de soluţii este format din funcţiile 


£ a 2x 


(2) =e, vaz) = ef, yz(x) =e", y(x) = ze”. 


Prin urmare, soluţia generală este y = (C1 + Cox)e™? + (C3 + Cax)e?”.m 


1.4.7 Rădăcini caracteristice complex conjugate multiple 


Teorema 1.4.5 Dacă ecuația carecateristică (1.54) are m rădăcini com- 
pleze 
rı = @ + iĝ1, r2 = 02 + if2,. - ., Tm = Am + ipm, (1.79) 


de multiplicităţi respectiv egale cu pi, p2, ..., Pm, atunci 2(p1+pa+-::+pm) = 
n, tabloul de soluții ale ecuației diferențiale (1.47) 


e“i“ cos Bjæ, ze“i“ cos bjx, z2e0i? cos BiTi dana PIT leat cos bijz, 
e%iT sin jr, xei? sin pjg, x?e®i? sin BIES. seta zPi Le“? sin Bjr, 
(1.80) 


unde j ia toate valorile întregi de la 1 până la m, formează un sistem fun- 
damental de soluţii şi 


y = 5 esi? C cos bjx + Rp;—1(£)sin bjx] (1.81) 
j=1 


este soluția generală a aceastei ecuații diferenţiale. 


Demonstrație. Ecuația caracteristică (1.54) fiind cu coeficienți reali, va 
admite ca rădăcini şi conjugatele complexe ale acestora 


Tı = a — i1, f2 = 02 — i b2, ..., m = Qm — ibm, 
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cu respectiv aceleaşi multiplicităţi. Acestea, înpreună cu cele din (1.79), 
sunt toate rădăcinile caracteristice, prin urmare ordinul ecuaţiei diferenţiale 
trebuie să fie astfel încât 2(p1 +p2+:::+pm)=n. 

La aceste rădăcini corespund următoarele soluţii ale ecuaţiei (1.47) 
aztip;)a 


el relitibi)e  g2elotifi)z ... pi Lele 


elib) qelaj—ibi)e  q2elaj-ifi)e „.. pi leloi-4fâ;)e, (Ba 
unde j ia toate valorile întregi de la 1 până la m. Toate acestea formează un 
sistem fundamental de soluţii. 

Se doreşte însă ca sistemul fundamental de soluţii să conţină funcţii reale 
şi nu complexe ca în (1.82). 

Ffectuând semisuma şi semidiferenţa împărţită prin i ale soluţiilor aflate 
pe aceeaşi verticală în tabloul (1.82), obţinem alte n soluţii, de data aceasta 
reale, şi anume cele din tabloul (1.80). 

Tabloul de soluţii astfel obţinut formează, de asemeni un sistem funda- 
mental de soluţii astfel că soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (1.47) este 
o combinaţie liniară a celor din (1.82) care se poate scrie în cele din urmă 
în forma (1.81). = 


Exerciţiul 1.4.6 Să se integreze ecuaţia diferențială liniară, omogenă, cu 
coeficienţi constanti y(8) + 8y) + 16y =0. 


Soluţie. Ecuatia caracteristică a acestei ecuaţii diferenţiale este r° + 8rt + 
16 = 0. Cu substituţia rt = t, această ecuaţie devine t? + 8t + 16 = 0, care 
are rădăcina dublă t = —4. Pentru a afla, rădăcinile caracteristice trebuie să 
rezolvăm ecuaţia rt = —4. Deoarece —4 = (2i)?, rezultă că ultima ecuaţie 
este echivalentă cu ecuaţiile r? = 2i şi r? = —2i. Scriind că +2i = (1 i)? 
deducem că rădăcinile caracteristice sunt r12 = +(1 + i) si r34 = (1 — i), 
fiecare având multiplicitatea 2. 

Tabloul celor opt soluţii liniar independente, corespunzător cazului gen- 
eral (1.80), este 


e” cosx, xe“cosr, e cosg, xe "coss, 
(1.83) 


e“ sing, xe”sing, e sing, ze “sinr. 


Întrucât tabloul de funcţii (1.83) formează un sistem fundamental de 
soluţii pentru ecuaţia diferenţială dată, rezultă că soluţia sa generală este 


y = FER [c + Coax) cos x + (C3 + Caz) sin z] + 


ect (e: + Cea) cos x + (C7 + Caz) sin a] ; 
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unde C1, 02,...,Cg sunt constante reale arbitrare. m 


1.4.8 Rădăcini caracteristice reale şi complexe multiple 


Să considerăm acum cazul general în care ecuaţia caracteristică are atât 
rădăcini reale cât şi complex conjugate, fiecare dintre ele putând fi şi mul- 
tiplă. De altfel, chiar şi o rădăcină simplă poate fi considerată multiplă, 
multiplicitatea. sa fiind egală cu 1. 


Teorema 1.4.6 Dacă coeficienţii ecuaţiei diferenţiale (1.47) sunt constante 
reale, iar ecuaţia caracteristică corespunzătoare are rădăcinile reale multiple 


T1,T2,...,T4 de multiplicităţi pı, p2,..., Pm şi rădăcinile complexe multiple 
Tm+1 = Q1 Fifi, Tm42 = Q2 +12, ..., Tm+k = Qk + ifk, 
cu ordinele de multiplicitate Pm+1, Pm+2, - - -, Pm+k, unde 


pı + p2 +: + Pm +2(Pm+1 + Pm+2 +: + Dak) =n, 


atunci soluția generală a ecuației diferențiale (1.47), în formă reală, este 
m k 

y= 5 e'î*0p,-1(7) + > isi ATR COS fgat + Spmpq—1(2) Sin baz , 
j=1 q=1 


unde Qp;-1(7), Roma 1(7) Şi Spmyq—1(£) sunt polinoame cu coeficienți nu- 
mere reale arbitrare de grade pj — 1, Pmẹq — 1 şi respectiv Pm+q — 1. 


Demonstraţie. Analiza demonstrațiilor celorlalte teoreme ale acestui para- 
graf sugerează demonstraţia acestei teoreme care poate fi efectuată fără di- 
ficultate. m 


Exerciţiul 1.4.7 Să se integreze ecuaţia diferenţială 
y® — 2y® + 16y® + 25y® + 32997 + 60y” + 16y' + 32y = 0. 
Soluţie. Ecuația caracteristică a acestei ecuaţii diferenţiale este 
ră — 276 + 16r5+ 25rî + 3275 + 60r2 + 16r + 32 = 0. 


Căutând rădăcinile întregi, constatăm că singura, rădăcină de acest tip 
este rı = —2 de multiplicitate pı = 2. 
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Împărtind polinomul caracteristic prin (r + 2)? = r? + 4r + 4, găsim că 

celelalte şase rădăcini caracteristice sunt rădăcinile ecuaţiei 
rê — 4r5 + 10rf — 8r’ + 17r? — 4r +8 = 0. (1.84) 


Studiem dacă ecuaţia (1.84) are rădăcini complexe pur imaginare. Im- 
punând ca iĝ să satisfacă (1.84), după egalarea cu zero a părților reale şi 
imaginare, deducem că 8 trebuie să fie rădăcina reală comună a ecuaţiilor 


BË — 1084 + 1782-8 =0, B-28 +8=0. 


Aceste ecuații au rădăcinile duble comune 8 = —1 şi 8 = 1, ceea ce arată 
că ro = i şi r3 = —i sunt rădăcini caracteristice duble. 

Împărţind polinomul din membrul întâi al ecuaţiei (1.84) la polinomul 
ri + 2r2+ 1 se găseşte câtul r? — 4r + 8. Prin urmare, 


rÊ — 4r5 + 10r — 8r? + 17r2 — 4r +8 = (rt + 2r2 + 1)(r2 — 4r +8). (1.85) 


Ultimele două rădăcini caracteristice se determină anulând cel de al 
doilea factor din membrul doi al relaţiei (1.85). Se găseşte că r4 = 2 + 2i şi 
rs = 2 — 2i sunt rădăcini caracteristice simple. 

Soluţia. generală a ecuaţiei diferenţiale este 


y = (01 + Coz)e-22 + (C3 + Cas) cosx + (C5 + Coz)sin x+ 
+  (Orcos2z + Ossin 2r)e2?, 


unde C1, C2,..., Cg sunt constante reale arbitrare. E 


1.5  Ecuaţii diferențiale liniare neomogene cu coe- 
ficienți constanți 


Să considerăm ecuația diferențială neomogenă 
aoy™® + ay” +--+ an-1Y' + any = f(z), (1.86) 


în care coeficienţii ao, a1, . . . n sunt numere reale date, ap Æ 0, iar f este o 
funcţie reală continuă cunoscută. 

Deoarece în paragraful precedent s-a prezentat o metodă de integrare 
a ecuaţiei omogene asociată ecuaţiei (1.86), determinarea, tuturor soluţiilor 
ecuaţiei diferenţiale (1.86) nu întâmpină dificultăţi. 
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În cazul general, când f(x) este o funcţie continuă oarecare, pentru a 
determina o soluţie particulară a ecuaţiei (1.86) se aplică metoda variaţiei 
constantelor a lui Lagrange. 

Soluţia generală a ecuaţiei (1.86) este atunci suma dintre soluţia generală 
a ecuaţiei omogene asociate şi acea soluţie particulară. Determinarea unei 
soluţii particulare presupune n cuadraturi. 

Există însă situaţii când o soluţie particulară se poate determina numai 
prin operaţii algebrice. 

Prima dintre ele este atunci când membrul al doilea din (1.86) are forma 
unui cvasipolinom, adică forma 

fie (4) (1.87) 
unde P este un polinom algebric şi y un număr real. Să presupunem că y 
este o rădăcină de multiplicitate s a ecuaţiei caracteristice L(r) = 0 (s 
dacă y nu este rădăcină caracteristică). 


In acest caz, se caută o soluţie particulară yp(x) a ecuaţiei (1.86) sub 
forma 


0 


(il) = x° e7” Q(x), (1.88) 
unde Q este un polinom cu coeficienți nedeterminaţi de acelaşi grad cu P. 
Scriind că L(yp)(x) = f(x), unde f(x) are expresia (1.87), simplificând 
apoi prin e” şi identificând puterile lui z, obținem coeficienţii necunoscuţi 
ai polinomului din (1.88). 


Exerciţiul 1.5.1 Să se integreze ecuaţia diferențială liniară neomogenă de 
ordinul al doilea 

y" — 3y! + 2y = (x? + me. 
Soluţie. Termenul liber al acestei ecuaţii diferențiale este de forma (1.87). 

Ecuația caracteristică, a ecuației omogene asociate are rădăcinile ri = 1 

şi r2 = 2, astfel că soluția generală a acesteia, adicà a ecuației diferențiale 
y!" —3y'+2y = 0, este yo = Ca e” +C2 e°”. Pentru că r = 3 nu este rădăcină a 
ecuaţiei caracteristice (deci s = 0), soluţia particulară yp(x) a ecuaţiei date 
o căutăm în forma 

Yplx) = (A£? + Bz + Ce”. 
Calculăm L(yp(2)), egalăm cu (x? + x)e?”, simplificăm prin e?” şi dacă 
identificăm puterile lui x din cei doi membri, obţinem sistemul 


2A =], 
GA+2B=1, 


24A+3B +20 =0, 
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care are soluţia A = 1/2, B = —1, C = 1. Prin urmare, yp(2) = ((1/2)x2 — 
x + L)e3?. Soluţia generală va fi suma dintre soluţia generală a ecuaţiei 
omogene asociate şi soluţia, particulară determinată mai sus. 
Aşadar, soluţia, generală a ecuaţiei este 
1 
y = Cie” + Cze” + (F ap Iese. 
Având soluţia generală, putem aborda, orice problemă Cauchy a ecuaţiei 
diferenţiale date. = 


O a doua situaţie când se poate determina o soluţie particulară fără 
cuadraturi (integrări) este aceea în care membrul drept din (1.86) are forma 


f(x) = e™ (Pi (x) cos 8x + P(x) sin px), (1.89) 


în care P) şi P2 sunt polinoame cu coeficienţi reali, în general de grade 
diferite. In această situație, soluţia particulară trebuie căutată în forma 


YplT) = ze" (Qı(x) cos Bz + Q2(x) sin Bz), (1.90) 


unde Qı şi Q2 sunt polinoame de grad egal cu gradul maxim al polinoamelor 
P, şi Po, iar s este ordinul de multiplicitate al lui y = a + iĝ ca rădăcină a 
ecuației caracteristice. 


Exerciţiul 1.5.2 Să se integreze ecuaţia diferenţială 
y" +y' — 2y = (32 — 23x + 12) cos 3x + (11x? — 5x — 5) sin 3x. 


Soluție. Se determină întâi soluţia generală a ecuației omogene asociată 
y! +y’ — 2y = 0 şi se găseşte 


Yol) = C1 e” + C2 pe. 


Deoarece K'(3i) Z 0, căutăm soluţia particulară a ecuaţiei neomogene de 
forma 


ypz) = (Az? + Bz + C) cos 3x + (Dr? + Er + F)sin 3z. 
Din L(yp(x)) = (3x? — 23x + 12) cos 3x + (11x? — 5x — 5) sin 3z, deducem 
A=0, B=1, C=-1, D=-1, E=0, F=0. 


Deci ypx) = (x — 1) cos 3x — x° sin 3x, iar soluția generală a ecuaţiei dife- 
renţiale neomogenă dată în enunţ este 


—2z 


y = Ce? + Coe 22 + (x — 1)cos3a — a? sin 3x 


şi are această expresie pentru că este suma lui yo cu yp. E 
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Exerciţiul 1.5.3 Să se determine acea soluţie a ecuaţiei diferențiale 
y" — 2y' + 2y = e” (2 cos x — 4z sin x) 
care satisface condițiile iniţiale y(0) = 0 şi y(0) = 1. 


Soluţie. Ecuația caracteristică a ecuației omogene asociate are rădăcinile 
complex conjugate ri = 1 + i şi ro = 1 — i. Prin urmare, soluţia generală a 
ecuaţiei omogene asociate y” — 2y + 2y = 0 va fi 


Yo = (Ci cos x + Casin z)e”. 


Având în vedere că L(l + i) = 0, vom determina o soluţie particulară a 
ecuaţiei neomogene date de forma 


Yp(z) = z|(Ax + B) cosg + (Cz + D)sin z] e”. 


Înlocuind pe yp(2), y,(2) şi yp(x) în ecuaţia L(yp) = e” (2 cosx — 4x sin x) 
şi identificând mai întâi factorii lui cos æ şi sin x din cei doi membri şi apoi 
polinoamele factori, se obține un sistem pentru determinarea coeficienţilor 
A, B,C, D. Se găseşte: 


A=]; B = 0; G= Q; D=0, 


2 


aşa că yp(x) = z^ cos z, iar soluția generală a ecuaţiei date va fi 


y = (Cu cos x + Casin ze? + x° cos x 
şi este astfel pentru că este suma dintre soluția generalà a ecuației omogene 


asociate şi o soluție particulară. m 


Exerciţiul 1.5.4 Să se determine soluţia generală a fiecărei ecuaţii de mai 
jos şi, acolo unde sunt indicate condiţii iniţiale, să se rezolve problema lui 
Cauchy corespunzătoare: 


1. = Ay e ay = et y(0)=3,  y'(0) =9; 
2. y" —8y + 16y = e"; y(0)=0,  y(0)= 1; 
3. y" —9y + 20y = ae, y(0)=—1, y'(0) = —3; 


4. y" +6y' + 8y = 2sin z + 3cos z; 
5. x” — 3r +2r = (3t— 2) e, 


6. y® e 2y) i y" = r3. 
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Soluţie. Determinăm mai întâi câte un sistem fundamental de soluţii pentru 
fiecare din ecuaţiile diferenţiale omogene asociate 


1. y" E: 4y' + 3y Ea 0; 2, y" _ 8y' + 16y = 0; 
N O e 1 1 —n0. 

3. y” — 9y +20y=0; 4. y” +6y+8y=0; 

5. yg Re 6. yE 0, 


Ecuația caracteristică a fiecărei din aceste ecuaţii diferenţiale, rădăcinile 
caracteristice ale sale şi soluția generală corespunzătoare sunt: 


1. r? — 4r +3 = 0; rı = l, r2 = 3; Yo = Cre? + Coe”; 
2. r?—8r+16=0; rı = 4,r2 = 4; Yo = (C1 + Coz)et?; 
3. r?—9r+20=0; rı = 4,r2= 5; Yo = Ciel” + Coe”; 


4. r? + 6r +8 = 0; rı = —2, r2 = —4; Yo = Cie? + (pe 48. 


5. r?—3r+2=0;  m=lra=3; £o = Cie + Coe”; 
6. rt — 2r? +r? =0; rı =0,r2= l; Yo = Cı +C2x+(C3+C4x)e”. 


Pentru fiecare din ecuațiile neomogene date în enunț, determinăm o so- 
luţie particulară yp(x) de forma membrului drept, şi anume 


1. ypx) = Ae”; 2. Yplx) = Aret; 
3. Ypl£) = z(Ax? + Bx +C)ef; 4. ypz) = Asing + B cos z; 
5. £pl(t) =t(At + Be; 6. yp = 2?’ (Ar? + Bz? + Cr+ D). 


Impunând acestor funcţii să verifice ecuaţiile diferenţiale inițiale cores- 
punzătoare, se determină, constantele care intervin după cum urmează: 


1 1 1 32 9 
1. A= 2 2. A= =; 3. A = —-,B = -1,0 = —2;4. A= “B = |; 
8’ pia 3! „C ) 85° 85’ 
3 1 1 
. A= —|,B = 1; 6. A= —,B = -C = 3, D = 12. 
5 2” ; 6 20° pă e] 


Se ştie cà soluția generală a unei ecuații diferențiale neomogene este suma 
dintre soluţia generală a ecuaţiei omogene asociate şi o soluţie particulară a 
ecuaţiei neomogene. 


46 Ion Crăciun 


Folosind acest rezultat, din cele deduse mai sus, rezultă corespunzător 
soluţiile: 


1 
1. y(x) = Cre? + Coe + e 
4x 1 2 4x 
2. y(x) = (C1 + C2x)e*” + pre 


1 
3. y(x) = Cet? + Coe” — zra + 3x + 6)e*”; 


32 9 
4. y(x) = CeT? + Cet 4 35 sin +4 gg COS T; 


1 
5. x(t) = zolt) + zp(t) = Cie + Cze% — zit +2); 


5 4 
z z 
6. y(x) = Cı + Cox + (C3 + C4x)e” + 20 + F + 3r? + 122°. 
Pentru a rezolva problema lui Cauchy a fiecăreia din primele trei ecuaţii 
diferenţiale, determinăm constantele C1 şi C2 impunând condiţiile inițiale 
corespunzătoare. 
Soluțiile acestor probleme sunt: 


1 11 1 
1. ylz) = ze + pe? | ge”; 
1 4x 
2. y(z) = palate”; 
1 
3. y(x) = — det + 3e”? — sar + 3w + 6)e, 


y(0)=1, y (0)=2, y”(0)=27, y”(0)= 22, 


găsim pentru constante valorile C1 = Co = 0, C3 = 1, C4 = 1. 
Soluția problemei lui Cauchy corespunzătoare datelor inițiale specificate 


E ia 
este y(x) = (x + 1)e” + T + 7 + 3x + 1272. = 
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Sisteme de ecuaţii 
diferenţiale ordinare de 
ordinul întâi 


2.1 Sisteme de ecuaţii diferenţiale ordinare de or- 
dinul întâi neliniare sub formă normală 


Forma generală a unui sistem de n ecuaţii diferenţiale ordinare, de ordinul 
întâi, sub formă normală, este 


Yi = fil, Y1, Y2,- <- Yn), 
Y2 = f2l£, Y1, Y2,- <- Yn), (2.1) 

Yn = ral Y1, Y2- -- Yn). 
Necunoscutele sistemului (2.1) sunt funcţiile reale y1, y2, ..., Yn care de- 
pind de variabila reală z şi sunt definite pe un intervalul real închis J. Func- 
tiile date f;, i = 1,2,...,n, sunt continue împreună cu derivatele lor parţiale 


de ordinul întâi în domeniul închis J x D, unde DC IR”. 
Dacă se introduc funcțiile vectoriale 


Y = (Y1, Y2,- -3 Yn), f= (fi, i BRE fn), y = (Y Y- Yh) 


atunci sistemul (2.1) se scrie în forma vectorială 
y = f(x,y). 
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2.1.1 Legătura cu ecuaţiile diferenţiale de ordinul n 


Teorema 2.1.1 Un sistem de forma (2.1) este echivalent cu o ecuaţie di- 
ferențială. ordinară. de ordinul n sub formă normală. 


Demonstraţie. Fie dată o ecuaţie diferenţială ordinară de ordinul n sub 
formă, normală 


ga e UER st pina 0), (2.2) 
Dacă introducem funcţiile necunoscute 
i Ss AREA 973 pe 0 0 (2.3) 


şi ţinem cont de ecuaţia (2.2), obţinem sistemul de ecuaţii diferenţiale or- 
dinare de ordinul întâi sub formă normală 


Yi = %2, 
Y a 
Yn—1 = Yn, 
1 — 
Yn = FU Ma oo ien Yn). 

Din modul cum a fost obţinut sistemul (2.4) se vede că dacă y este o 
soluţie a ecuaţiei (2.2), atunci y1,y2,...,yn este o soluţie a sistemului (2.4) 
şi reciproc, dacă y1,42;.---;Yn este o soluţie a sistemului (2.4), iar funcţiile 
Y1, Y2,- - -, Yn Sunt cele din (2.3), atunci yı = y este o soluţie a ecuaţiei (2.2). 


Reciproc, să arătăm cum studiul unui sistem de ecuaţii diferenţiale de 
forma (2.1) se reduce la studiul unei ecuaţii diferenţiale de forma (2.2). 
Pentru simplificarea. calculelor vom considera cazul n = 3. Fie deci sistemul 
diferenţial 


yi = filz, Y1, Y2, Y3), 
Y3 = fal£, Y1, Y2, Y3), (2.5) 

Y3 = fa(£, Y1, Y2, Y3). 

Derivând prima ecuaţie din (2.5) în raport cu x, obţinem 
ðfıi Ofi Of Of 
IA 1 ž 1 

= —— MĂ +. 2.6 
yı Oz dy Yı yz 2 y3 3 ( ) 


Înlocuind în (2.6) pe yl, yh, yh cu expresiile lor (2.5), găsim 


yt = Fo(£,y1,Y2,Y3), (2.7) 
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unde 


O 
F(x, y1, Y2, Y3) = əx T 


Dacă derivăm acum ecuaţia (2.7) în raport cu x şi ţinem cont de(2.5), ob- 
tinem 


yi” = Fz(x,y1, Y2, Y3), (2.8) 
F> OF. [272 [272 
unde F3(2, Y1, Y2, Y3) = a H a -fiṣ4 a fa 4 n - fa. 


Din prima ecuaţie a sistemului (2.5) şi din ecuaţia (2.7) se pot afla, în 
general, y2 şi y3 funcţie de x, y1, y4 şi yf, care înlocuite în (2.8), conduce la 
ecuaţia, diferenţială de ordinul trei sub formă normală 


WI 


yı = F(z, yuyu), 


ceea ce trebuia de demonstrat. E 


Exerciţiul 2.1.1 Să se afle soluția generală a sistemului 


1 
y = 2, 
z! —y. 
Soluţie. Dacă derivăm prima ecuaţie, obținem y” = z’. Folosind a doua 
ecuaţie, găsim y” +y = 0. Această ecuaţie este o ecuaţie diferenţială liniară 


de aow al doilea cu coeficienţi constanți omogenă, care are ecuația carac- 
teristică r? + 1 = 0 cu rădăcinile rı 2 = +i. 


Ca atare, un sistem fundamental de soluții pentru ecuația diferențială 
y” +y = 0 este format din soluţiile y1 = cos £ şi y2 = Sin 7. 
Soluţia generală a ecuației diferenţiale y” + y = 0 este o combinaţie 
liniară de cele două soluții fundamentale 
y = Cycosz+ Cosinr. 
Din prima ecuaţie a sistemului găsim şi expresia lui z, 


z = —Ciısin gz + Co cosg 


şi astfel am obținut soluția generală a sistemului dat. E 
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Exerciţiul 2.1.2 Să se reducă sistemul 


de _ 
dt TS yY, 

dy 

i ea 2.9 
Tey (2.9) 
dz E 

d € 


la o ecuaţie de ordin superior şi să se găsească apoi soluția sa generală. 


Soluţie. Procedând ca în reciproca Teoremei 2.1.1 se ajunge la ecuaţia 
diferenţială liniară de ordinul trei cu coeficienţi constanţi, omogenă 


Ii 
r —r=0 (2.10) 
ce are ecuaţia caracteristică r3 — 1 = 0 şi rădăcinile caracteristice 


1 V3 1 v3 


ri=l, a co C Mă ec 
Acestor rădăcini caracteristice le corespund soluţiile fundamentale 
r(t) =é, zo(t) = e-3 cos wa. z3(t) = e-ă sin HO 
Astfel, soluția generală a ecuației (2.10) este 
E di et + e-i (0> cos 8 + C3 sin w3), (2.11) 


Folosind sistemul, constatăm că necunoscuta y se obţine derivând pe z, 
iar funcţia z se obţine derivându-l pe y. Se găseşte 


1 
y = Cié — 5e? (02 — C3 v3) cos -z + (C3 + C2 V3) sin a 


(2.12) 
z = Cæ — sei Ko + C3 v3) cos a + (C3 — C2 v3) sin C 
Soluţia generală a sistemului (2.9) este dată de (2.11) şi (2.12). E 


Exerciţiul 2.1.3 Folosind metoda eliminării, să se determine ecuația di- 
ferențială liniară de ordinul trei cu care este echivalent sistemul de ecuaţii 
diferenţiale liniare şi omogene de ordinul întâi cu coeficienţi constanți de 
mai jos şi, folosind rezulatatul stabilit, să se integreze sistemul 


yi + 9yı + 12y2 + 5y3 = 0, 
yz — 5yı — y2 — 3y3 = 0, (2.13) 
Y3 — yı — 4y2 — y3 = 0. 
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Soluţie. Derivăm prima egalitate şi în rezultatul obţinut 
yi = —9y; — 12y — 5y3 
înlocuim pe yj, ys şi y4 cu valorile date în ecuaţiile sistemului. Găsim 


yi = 16y1 + 16y2 + 4y3. (2.14) 


Procedând similar cu egalitatea (2.14), deducem 


yi = —60y1 — 80y2 — 28y3. (2.15) 


Considerăm sistemul format din prima ecuație a sistemului iniţial (2.13) 
şi ecuația (2.14) 


12y2 + 5y3 = —9 -— Yi, 
(2.16) 
16y2 + 4y3 = —16yı + y7, 
în care necunoscutele sunt y2 şi y3. 
Rezolvând sistemul algebric (2.16), găsim 
O 11 1, 4 Da sic 
Y2 = 3 yı 7 g1 3991 , E 17) 
3 1; 3y l 
Va = YI 391 g1 


Valorile lui y2 şi y3 determinate în (2.17) le înlocuim în ecuaţia (2.15) şi 
astfel găsim ecuația diferențială liniară de ordin trei omogenă, cu coeficienți 
constanţi 

yi +2y] — 4y — 3 =0, (2.18) 


a cărei funcţie necunoscută este y1. 
Ecuatia caracteristică a ecuaţiei diferenţiale (2.18) este 


r? +2r2 —4r—8=0, 


rădăcinile sale fiind rı 2, ro = ra —2. Rădăcinii caracteristice simple 


2x iar celei duble îi corespund două 


rı = 2 îi corespunde soluţia yP (z) =e 
soluții, şi anume 


(2) 2x (3) 


p 2. —2z 
yı =e ; yı =te . 


Funcţiile astfel determinate formează un sistem fundamental de soluţii al 
ecuaţiei diferenţiale (2.18), iar soluţia sa generală este 


y(x) = Ciy (x) + Coy (£) + Csy®’ (2), 
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unde C1, C2 şi C3 sunt constante reale arbitrare. 
Prin urmare, expresia lui yı este 


yı = Cie?” + (Ca + Caa)e 2. (2.19) 


Pentru determinarea funcţiilor necunoscute y2 şi y3 folosim expresiile 
A . f . 39 Vu . (o) . 
ATY, j .19). 
(2.17), unde înlocuim pe y1, y4 si y1” aşa cum rezultăă din (2.19). Găsim 


i E Ta (C24 „03 + Caa)e22, 
ys = —Cue2? + (Co + Ca + Caz)e 22. 


Prin urmare, soluţia generală a sistemului (2.13) este 


yı = Cie” + (02 + Care 2, 

1 1 
ww = Ce” (C24 205 | Cax)e- 2, 
ys = —Cue2? + (Co + Ca + Came 22. 


Exerciţiul 2.1.4 Să se integreze sistemul diferenţial liniar de ordinul întâi, 
omogen şi cu coefcienți constanti 


yi = 2y +yo + 2y3, 
y = -y — 2y, (2.20) 
yh = yı tyt 2y. 


Soluţie. Aplicând demonstraţia reciprocei Teoremei 2.1.1, suntem conduşi 
la ecuația 
y1 = 5y1 + 4y2 + 6y3- (2.21) 


Derivând această egalitate şi înlocuind derivatele din membrul al doilea, 
obţinem 
yi = 12y1 + 1ly2 + 14y3. 2:22) 


Cu prima ecuaţie a sistemului diferențial (2.20) şi ecuaţia (2.21) alcătuim 


sistemul 
i y2 +2y3 = yi- 2y, 


4y2 + 6y3 = y” — 5y, 
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din care se determină funcţiile necunoscute y2 şi y3 în funcţie de yı şi deri- 
vatele y1, y1” 


y = yi — 3y1 + yu, 
iy 3 (2.23) 
H2 ; 
Y3 391 Yı JI 


Introducerea expresiilor lui y2 şi y3 din (2.23) în egalitatea (2.22) conduce 
la ecuaţia, diferenţială liniară de ordinul al treilea, omogenă şi cu coeficienţi 
constanţi 


a ay + 5yh —2p =0 (2.24) 
a cărei ecuație caracteristică, 
ră — 4r? +5r—2 = 0, 


are rădăcina dublă rı = ro = 1 şi rădăcina simplă r = 2. Acestor rădăcini 
caracteristice le corespund sistemul fundamental de soluţii: 


M sera ae ja ela: (2:25) 


Soluția generală a ecuației diferențiale (2.24) este combinatia liniară de 
soluțiile sistemului fundamental de soluții (2.25) 


yı = (Ci + Car)e” + Czer: (2.26) 
Celelalte două necunoscute ale sistemului (2.20) se determină din (2.23) 


Vo = (—C1 zi Co zi Caz)e? = C3e27, 
1 (2.27) 
Yz = Ce” + 503e”. 


Prin urmare, soluția generală a sistemului (2.20) este reprezentată de 
funcţiile date în (2.26) şi (2.27). E 


Observaţia 2.1.1 Rezultatele stabilite pot fi prelucrate întrun alt mod din 
care rezultă o nouă metodă de rezolvare a sistemelor diferențiale de tipul 
(2.20) şi anume metoda valorilor şi vectorilor proprii. 
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2.1.2 Integrale prime. Soluţie generală 


In ipotezele menţionate pentru funcţiile fi, f2,..., fn, se poate demonstra 
că există o soluţie unică a sistemului (2.1) care, pentru z = xp ia valorile 
prescrise 


yilzo) — y®, i = 1,n, (2.28) 
iet (0) (0) (0) | ae oile ai 
0Y 395 s--- Yù ) este un punct arbitrar din interiorul mulţimi 
IX D. 
Fie această soluţie 
0) (0 0 
yı = pı(z; zo, yl ) y... y®), 
(0) „„(0) (0) 
= T; z b ) s aE i ) 
yo palz; £0, Yi Y Yn) (2.29) 
0) (0 0 
m = paleo y y ne 0000) 


Această formă a soluției pune în evidență dependența ei de datele inițiale 
(0) „„(0) (0) 
Y2 Yn . 


To, Yi preti 
Geometric, (2.29) reprezintă ecuaţiile parametrice ale unei curbe T în 
spaţiul n dimensional IR”, care trece prin punctul Moly ®,y®, a „y®). 


Curba I se numeşte curbă integrală sau traiectorie a sistemului (2.1). Punc- 
tul Mo se numeşte punct inițial. 

Fie acum un punct oarecare M (y1, Y2,..., Yn) € L, diferit de Mo, cores- 
punzător valorii x € (a,b). Valorile yP yO, a y® ŞI Y1, Y2,- --, Yn Sunt 
legate prin relațiile (2.29). 

Dacă schimbăm rolurile punctelor Mo şi M, deci M devine punct iniţial, 
atunci, în baza unicităţii soluţiei, curba integrală ce trece prin M va trece 
şi prin Mo şi avem 


(0) 
y® T p1(T0; £, Y1, Y2- --; Yn) 
(0) 
y = 2(£0; T, Y1, Y2... , 
2 p ( Yn) (2.30) 
(0) 
YP = Palto E, Y1, Y2- Yn). 


Relațiile (2.30) arată că sistemul (2.29) s-a putut rezolva unic în raport 
cu valorile inițiale y®, y®, AN 0, iar funcţiile din membrul drept admit 


derivate parţiale continue în raport cu z, Y1, Y2,..., Yn- 
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Cum datele iniţiale se pot alege arbitrar în interiorul lui D şi notându-— 


le în (2.30) cu C1, C2,...,Cn (constante arbitrare), obţinem ansamblul de 
relaţii 
pilt, Y1, Y2,- -- Yn) = Ci, 
Y T, Y1, Va = C2, 
A d, (2.31) 
În (2 Y1, Y2; ---3Un) = Cn, 


unde Y(T, Y1, Y2,- - Yn) = Pilo; £, Y1, Y2,- --, Yn) Sİ £o dat. 
Dar, relațiile (2.31) pot fi rezolvate în mod unic în raport cu variabilele 


Yi, Y2;-. -3 Yn şi deci 


yı = P (z; C1, C25... Cn) 

= Palt Ck Omi Cn) 
y2 P(x; C1, Ca ) (2.32) 
Yn = Pn lx; C1, C23... , Cn). 


Relațiile (2.31) reprezintă soluția generală sub formă implicită a sistemu- 
lui (2.1). În loc de soluție generală se utilizează şi termenul de ansamblu de 
integrale prime sau integrală generală a sistemului. Oricare din ecuațiile 
(2.31) se numeşte integrală primă a sistemului (2.1). 

Soluția generală a sistemului (2.1), sub formă explicită, este dată de 
relațiile (2.32). 

Din modul cum au fost deduse relațiile (2.31), constatăm că o funcție 
V(2, Y1, Y2,- -, Yn) este integrală primă numai dacă (y1, Y2,..., Yn) verifică 
sistemul (2.1). 

Astfel, putem da două definiţii echivalente pentru integrala primă a unui 
sistem de ecuații diferențiale ordinare de ordinul întâi. 


Definiția 2.1.1 Se numeşte integrală primă a sistemului de ecuații dife- 
rențiale (2.1), orice relație obținută rezolvând în raport cu constantele arbi- 
trare soluția lui generală (2.32). 


Aşadar, oricare din relațiile (2.31) este o integrală primă a sistemului 
(2.1). 

În baza existenței şi unicităţii unei soluţii a sistemului (2.1) care trece 
printr-un punct dat din interiorul mulţimi J x D, rezolvarea în raport cu 
constantele arbitrare a relațiilor (2.32) este întotdeauna posibilă. 

Definiţia de mai sus poate fi dată numai după ce se cunoaşte soluţia 
generală a sistemului. 
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Definiţia 2.1.2 Se spune că funcţia Y(£,Y1,Y2;,.--;Yn) : [a,b] x D > R 
este o integrală primă a sistemului (2.1) pe o submulțime deschisă Q a 
mulțimii [a,b] x D, dacă y este de clasă CI(9), nu este identic constantă 
dar 


plx, pi(2), p2(2),...,Vn(2)) = constant, 


de-a lungul oricărei traiectorii pm = p1ı(£), y2 = p2(£),..., Yn = Ynlx) a 
sistemului (2.1). 


Observaţia 2.1.2 Cu Definiţia 2.1.2 putem spune că un sistem de ecuații 
diferenţiale ordinare de ordinul întâi admite o infinitate de integrale prime 
deoarece funcția 


bla (z Y1, Y2,- . Yn), Y2(T, Y1, Y2, e. Yn), e. , Yn(T, Y1, Y2, e Ya)l; 


unde $ este o funcție arbitrară de integralele prime pi este la rândul ei o 
integrală primă a sistemului (2.1). 


Teorema 2.1.2 Rezolvarea sistemului (2.1) este echivalentă cu obținerea a 
n integrale prime independente. 


Demonstraţie. Fie n integrale prime (2.31) independente funcţional, deci 
pentru care determinantul funcţional 


D(41, 2. n) 


70. 
D(y1,y2,. ‘ >Yn) 


Aplicând teorema de existenţă şi unicitate a sistemelor de funcţii definite 
implicit, din (2.31) deducem relaţiile (2.32) care constituie soluţia generală 
a sistemului. m 


Observaţia 2.1.3 Cunoaşterea unei singure integrale prime a sistemului 
(2.1) reduce rezolvarea sistemului la n—1 ecuaţii cu n—1 funcţii necunoscute. 


Într-adevăr, din Vi (2; Y1, Y2,- --, Yn) = C se poate exprima una din funcţiile 
necunoscute, de exemplu yn, în funcţie de £, Y1, Y2,- .,Yn-1 si C 


Yn = (2, y1, Y2,- se ,Yn-1, C). 


Înlocuindu- în primele n — 1 ecuaţii ale sistemului (2.1) obţinem un sistem 
de n — 1 ecuaţii diferenţiale cu n — 1 funcţii necunoscute. m 
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Observaţia 2.1.4 Sistemul (2.1) este echivalent cu sistemul 


0 y UL y o yya (DUR 
1 fı f fr 


(2.33) 


Acest sistem este echivalent la rându-i cu cel obţinut prin înmulţirea 
rapoartelor cu un acelaşi factor, care poate fi funcţie de n + 1 variabile, şi 
anume £, Yi, Y2, ---; Yn- 

În cele ce urmează considerăm că numărul variabilelor este n şi că sunt 
notate cu £1, T2, ..., Zn, iar una dintre ele este dependentă, de celelalte n — 1, 
ceea, ce înseamnă, că putem scrie sistemul de ecuaţii diferenţiale în forma 


d d d 
să N n A oa a (2.34) 
X(x) X(x) X(x) 
unde X = (£1, T2, ..., Zn), care se numeşte forma simetrică a sistemului de 


n — 1 ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi cu n — 1 necunoscute. 


2.2 Sisteme diferențiale sub formă simetrică 


Să considerăm sistemul simetric (2.34) în care funcţiile X; sunt continue şi 
au derivate parţiale continue în raport cu toate variabilele £1, 2, ..., 2n- 

Conform paragrafului precedent, soluţia generală a sistemului simetric 
(2.34) este ansamblul 


plz, 22,- .., Ln) T Ci, 
palti, T2,- , En) z= C9, 

(2.35) 
dată (UCI plăcea Ln) cai Cri; 


format din n — 1 integrale prime oarecare independente funcţional, în sensul 
că rangul matricei jacobiene al funcţiilor %1, Y2, ...,Wn—1 este egal cu n — 1 
în interiorul mulţimii de existenţă a funcţiilor X1, 42,..., An. 

Dacă dorim să trecem un sistem de la forma simetrică (2.34) la forma 
normală, este suficient să alegem una din variabile, de exemplu zn, ca vari- 
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abilă independentă. În acest fel, din (2.34) avem 


dr _ XI (00 a En) 
din Xn(£1, £2, ita) 
da _ Xo(£1, £2,..., En) 
dtn Xn(£1, £2, En) (2.36) 
dEn—1 KA Xn-1(£1, £2,- .., En) 
dEn Xnl£1, E2,- tag pe — 
Observaţia 2.2.1 Pentru valorile iniţiale z00), s, Fel z, valoarea func- 


tiei Xn nu trebuie să se anuleze. Dacă acest lucru nu este posibil, alegem 
altă variabilă independentă. 


Teorema 2.2.1 Relația 
(£1, £2,..., En) =C (2.37) 


este o integrală primă a sistemului simetric (2.34) dacă şi numai dacă , de-a 
lungul unei curbe integrale a sistemului (2.36), avem 


OD OD OV _ 
unde xX = (£1, Doe i) 


Demonstraţie. Dacă functia % din (2.37) este o integrală primă a sis- 
temului (2.36) atunci, de-a lungul unei curbe integrale a sistemului (2.36), 


P(T1, £2,..., Zn) are o valoare constantă, deci diferenţiala ei totală, de-a 
lungul unei curbe integrale este nulă şi deci 
OV OV Oy 
— -d d -+ a din =0. 2.39 
aa dies dot DE da (2.39) 


Deoarece de-a lungul unei curbe integrale diferenţialele dz; sunt propor- 
tionale cu valorile funcţiilor X; (vezi (2.34)), avem (2.38). 

Reciproc, din (2.38) rezultă (2.39) şi deci dy/(x1,2,...,2n) = 0 de-a 
lungul unei curbe integrale, ceea ce este echivalent cu Y(x1,£2,..., £n) = 
const. pentru orice soluţie a sistemului (2.36). 

Definiţia 2.1.2 spune că % este o integrală primă a sistemului (2.36) sau 
a sistemului simetric (2.34). E 
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Observaţia 2.2.2 Singurele funcţii reale de n variabile reale care verifică 
relaţia (2.38) sunt integralele prime ale sistemului (2.34). 


Din punct de vedere geometric, soluţia generală (2.35) reprezintă. o fa- 


milie de curbe obţinută prin intersecţia suprafeţelor 4;(21, £2, ..., En) = Ci 
i = 1,n — 1. Această familie de curbe este inclusă în intersecţia. domeniilor 
de definiţie ale funcţiilor X;(x1, £2,...,£n) si depinde de n — 1 parametri 
C1, C2,..., Cn. 


Aducerea unui sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul întâi la 
forma, simetrică, este indicată pentru aflarea, integralelor prime şi, în conse- 
cinţă, pentru aflarea soluţiei sale generale. 


Exerciţiul 2.2.1 Să se determine soluţia generală a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale sub formă normală 


dy z 
des T (aey) 
dz y 
de — (z=y) 


Soluţie. Forma simetrică a acestui sistem este 


dx = dy d 
(z= 4)? 


z y` 

Căutăm două combinaţii integrabile care să poată furniza cele două in- 
tegrale prime independente. 

O integrală primă, se obţine din ultimele două rapoarte scrise în forma 
ydy — zdz = 0 care implică d(y? — 22) = 0 şi deci y2 — 22 = Cu este 
prima integrală primă (o familie uniparametrică de cilindri hiperbolici cu 
generatoarele paralele cu axa Oz). 

Cea de a doua integrală primă se va obţine după ce aplicăm o proprietate 
a şirului de rapoarte egale. Astfel, avem 

da __ dz — dy 
(2 — y) y=z ` 
După simplificarea prin y — z se obține 
da + (y — z)d({y — z) = 0, 


care conduce la cea de a doua integrală primă 2g + (y — z)? = C2 (familie 
uniparametrică de cuadrice). 
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Soluţia, generală a sistemului, sub formă implicită, este dată de 


geg = Cu, 
2r+ (y— 2) = Ca 
şi reprezintă, o familie dublu parametrică de curbe în spaţiu. m 


Exerciţiul 2.2.2 Să se determine soluția generală a sistemului simetric 


da di dy dz 
2y(2a — x) — £? +22 -— y2 —4az —2yz` 


Soluţie. Egalitatea rapoartelor extreme ne conduce la combinaţia, integra- 
bilă, 


da dz 
r—2a z’ 
care dă integrala primă 
z — 2a Sai 
z 


Dacă, scriem această egalitate în forma x — Ciz — 2a = 0, constatăm că 
integrala primă reprezintă. o familie de plane paralele cu axa Oy. 
O altă combinaţie integrabilă este 


zdr + ydy + zdz dz d(x? +y? +2?) dz 


= =y 
—y(22+ 92 +z?) —2yz L? +Y + 22 z 


din care se obține cea de a doua integrală primă 


2 +Hy + 22 
zZ 


= GQ. 


Dacă scriem rezultatul găsit în forma z? + y? + 22 — C2z = 0, constatăm 
că cea de a doua integrală primă reprezintă o familie de sfere cu centrele pe 
axa Oz, tangente în origine planului zOy. 

Soluția generală a sistemului simetric este ansamblul celor două integrale 
prime 


— 2 
x — 2a EEA 
z 
2 h2 
DRE ea MED. 
z 


Aşadar, curbele integrale sunt o familie dublu parametrică de cercuri în 
spaţiu. E 
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Exerciţiul 2.2.3 Să se găsească soluţia generală a sistemului simetric 


da B dy E dz 
e(z +y) —y(z + y) (y — x)(2z + 2y +2) 
Soluţie. Din primele două rapoarte se obţine integrala primă 
ry = Cu. (2.40) 


Vom căuta acum a doua combinaţie integrabilă. Efectuând raportul 
dintre suma numărătorilor şi suma numitorilor primelor două rapoarte, vom 
obţine un raport egal cu al treilea 


dz + dy —dz 


r? — y? o (x-—y)(2r+2y+ z) 


După simplificarea cu z — y, se obține 


dz +dy —dz 
z+y — 2æ+2y+z 


Efectuând diferenţa numărătorilor pe diferenţa numitorilor, obţinem un 
raport egal cu primul 


dz + dy da + dy + dz 


z+y r+y+z 


dz + d dz + dy+ d 
din care deducem “Z Da | i st al 098 0. Integrând, obţinem 
T+y T+y+zZ 


(z+y(z+y+2) = GQ. (2.41) 


Soluţia. generală a sistemului este ansamblul integralelor prime (2.40) şi 
(2.41). m 


2.3 Sisteme de ecuații diferențiale liniare 


În acest paragraf vom determina soluțiile sistemelor de ecuații diferentiale 
liniare de ordinul întâi. Forma generalà a unui astfel de sistem este 


+ anl) + airls) y2 ++ ainu = fils), 


ya + az (z) yı + az2(£) y2 +- +a) yn = flx), 


Yh + anı (zT) yı + ana) yat a ann (T) Yn = fn(€). 
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Presupunem că funcţiile a;; şi fi, i,j = 1,n, sunt continue pe intervalul 
[a,b]. 

Dacă toţi f;(z) = 0, i = 1,2,...,n, spunem că sistemul este omogen. În 
caz contrar sistemul este neomogen. 

Sistemul (2.42) se poate scrie în forma vectorială 


y + e(A(2)Y) = f(x), (2.43) 


unde y : [a,b] — IR” este o funcţia vectorială necunoscută de variabilă reală, 
derivabilă, care în baza canonică din IR”, 


e. = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0), En en = (0,0,...,1), 


are coordonatele y1, Y2,..., Yn; e = (€1,€2;...,€n) € R” x R” x- x 
IR” = UR"), A(x) € Mnxn(IR) este o matrice cu elementele a;;(£), Y 
este matricea cu o singură coloană şi elemente coordonatele vectorului y, 
adică y = eY, iar f = (fi, f2,..., fn) : [a,b] = IR” este functie vectorială de 
o variabilă reală, cunoscută. 


Definiţia 2.3.1 Fie q un număr natural. Spunem că funţia vectorială de 
variabilă reală g = (91, 92;...,9n) : [a,b] — IR” este de clasă C([a,b]) dacă 
funcţiile coordonate gi, i = 1,n, sunt continue şi au derivate continue până 
la ordinul q inclusiv. 


Mulțimea C“([a,b]) este spaţiu liniar real infinit dimensional. Pentru 
C® (Ja, b]) vom folosi notația C([a,5]). 


Definiţia 2.3.2 Se numeşte soluţie a sistemului (2.43) funcţia vectorială 
de variabilă reală p = (p1,p2.-.:Pn) : [a,b] > R”, de clasă Cl([a,b]), 
care satisface egalitatea 


p'(2) + e(A(2)o()) = f(x), (Y) x € [a,b], 


unde b este matricea coloană cu elementele p1, p2,..., Pn- 


2.3.1 Sisteme de ecuații diferențiale liniare şi omogene 
Fie sistemul (2.43) şi să notăm 
L(y) = y'+e(A(x)Y). (2.44) 
Atunci sistemul (2.43), în forma omogenă, se scrie 
L(y) = 0, (2.45) 


unde 0 este funcţia vectorială identic nulă 0 : [a,b] > IR”. 
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Teorema 2.3.1 Aplicația vectorială L este un operator liniar definit pe spa- 
țiul vectorial C1([a,b]) şi cu valori în spaţiul vectorial C([a,b]). 


Demonstraţie. Prima parte a teoremei este evidentă dacă avem în vedere 
expresia. (2.44) a operatorului L şi continuitatea funcţiilor a;j. 
Se vede apoi că operatorul L are proprietatea 


L(ap + py) = aL(p) + PL4), (2.46) 
oricare ar fi numerele a şi 8, reale sau complexe, şi oricare ar fi funcţiile 
vectoriale de variabilă reală y, a € C1([a,b]). E 


A integra sistemul liniar şi omogen (2.43) de ecuatii diferenţiale ordinare 
de ordinul întâi, cu coeficienţi variabili, înseamnă a găsi toate soluţiile lui. 
Observăm că dacă y € Cl([a,b]) este o soluţie a sistemului (2.45), atunci 
imaginea lui y prin operatorul L este elementul nul din C([a,b]). Prin ur- 
mare, mulţimea soluţiilor sistemului (2.45) coincide cu nucleul operatorului 
liniar L, deci cu Ker L. 

Operatorul L fiind liniar, rezultă că Ker L este un spaţiu liniar, subspaţiu 
liniar al spaţiului liniar infinit dimensional C([a,b]). 


Observaţia 2.3.1 Dacă coeficienţii sistemului omogen (2.45) sunt funcţii 
reale, iar funcția vectorială p + ip este o soluție compleză a sistemului 
omogen (2.45), atunci funcţiile vectoriale de variabilă reală p şi p sunt so- 
luţii ale acestui sistem. 


Într-adevăr, din (2.46) rezultă 


L(p+ib) = L(p)ril(p) = 0, 


deoarece p + iv este o soluţie a sistemului. Cum L(p) şi L(Y) sunt funcţii 
reale, deducem L(p) = 0 şi L(y) = 0, adică funcţiile reale g şi V sunt 
soluţii ale sistemului (2.45). m 


Să considerăm un punct oarecare zo € [a,b] şi y®, y9, ES y® numere 


reale arbitrare. 
Problema lui Cauchy pentru sistemul (2.45) constă în determinarea acelei 
soluții y a sistemului care să verifice condiția lui Cauchy (condiția inițială) 


y(z0) = y®, (2.47) 


Teorema de existenţă şi unicitate a soluţiei problemei lui Cauchy pentru 
sistemul (2.45) pune în evidenţă un element y = (y1, Y2;,..-;, Yn) E KerL 
care satisface condiţia (2.47). 
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Teorema 2.3.2 Mulțimea KerL este un spaţiu vectorial real de dimensiune 
n. 


Demonstraţie. Să considerăm mulţimea de soluţii ale sistemului (2.45) 


(y(D, y, y} (2.48) 
care verifică următoarele condiții ale lui Cauchy 

y®(zo) = (1,0,...,0), 

y® (zo) = (1,0,...,0), (2.49) 


y™ (zo) = (1,0,...,0) 


şi să arătăm cà elementele acestei mulţimi, ca elemente ale spaţiului Ker L, 
sunt liniar independente. Vom demonstra, prin reducere la absurd. 

Presupunem deci că soluţiile sunt liniar dependente. Atunci există con- 
stantele C1, C2, ..., Cn, nu toate nule, astfel încât 


Ciy® (£) + Cay ® (£) + --: + Cuy(z) = 0, (Y) xE [a,b]. (2.50) 
În particular, (2.50) are loc pentru xo şi atunci, din (2.49) şi (2.50), avem 
(C1, C2,..., au) = 0 = (0,0,...,0) 


din care deducem că toate constantele C1, C2,...,Cn sunt egale cu zero, 
ceea ce contrazice ipoteza. 

Prin urmare, soluțiile (2.48) sunt liniar independente. 

Să arătăm că soluțiile (2.48) constituie o bază în Ker L. 

Pentru aceasta trebuie demonstrat cà orice y € KerL se scrie ca o 
combinaţie liniară de elementele din (2.48), deci că există constantele reale 
C1, 02,..., Cu astfel încât 


y = Cyy + Cy +--+ Cuy, (2.51) 
sau 
y(2) = Ciy ® (x) + Coy® (x) +--+ Cry, (V) ze [a,b]. (2.52) 
Scriind că (2.52) are loc şi pentru zo şi folosind (2.49), găsim 


(yı (x0), y2(xo), e , Yn(z0)) = (Ci, C2, e. Ch), 
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din care deducem că C; din (2.51) sunt unic determinate şi 
Cu = yı(z0), Ca = y2(z0), +: Cn = yn(20). 


Prin urmare, soluţia, considerată. se scrie în mod unic în forma 


y = y (zojy® + ya(z0)y 2 +--+ ynlzojy ™. 


Am dovedit astfel că orice y € Ker L se exprimă unic ca o combinaţie 
liniară a vectorilor (2.48), liniar independenţi în Ker L, ceea ce arată că 
mulțimea (2.48) este o bază în Ker L. 

Prin urmare, Ker L este spaţiu vectorial real n dimensional. m 


Definiţia 2.3.3 Vom spune că n soluţii y(D,y(2,...,y( ale sistemului 
(2.45) formează un sistem fundamental de soluţii pe intervalul |a, b] 
dacă ele sunt liniar independente în spaţiul liniar n— dimensional KerL. 


Cum dimensiunea lui Ker L este n rezultă că orice bază din Ker L este 
un sistem fundamental de soluţii a sistemului (2.45). 


2.3.2 Matrice fundamentală a unui sistem omogen 


Definiţia 2.3.4 Matricea pătratică T(x), de ordinul n, ale cărei coloane 
sunt coordonatele vectorilor y}(x), y®(£),..., y (x) care formează un 
sistem fundamental de soluţii al sistemului liniar şi omogen de ecuaţii dife- 
rențiale de ordinul întâi, cu coeficienţi variabili (2.45), se numeşte matrice 
fundamentală a sistemului. 


Teorema 2.3.3 Fie (x) o matrice fundamentală a sistemului (2.45), T' (£) 
matricea formată din derivatele elementelor matricei (x) şi O matricea nulă 
pătratică de ordinul n. Atunci 


T'(a) + A(a)T(a)=0, (w)zelab|. (2.53) 


Demonstraţie. Identitatea (2.53) este evidentă deoarece reprezintă scrie- 
rea matriceală a identităţilor L(y() = 0, i = 1,2,...,n care exprimă faptul 
că funcţiile vectoriale y(D,y(2),...,y( sunt soluţii ale sistemului (2.45). m 


Matricea fundamentală a unui sistem omogen nu este unică. 

Pentru aceasta să observăm că orice matrice I (x) = T (x)-C, unde C este 
o matrice pătratică constantă de ordinul n nesingulară, este tot o matrice 
fundamentală a sistemului (2.45). 


66 Ion Crăciun 


Reciproc, orice matrice fundamentală T(x) a sistemului (2.45) se poate 
reprezenta. sub forma 


r(x) = T(a)-C,  zelab|, (2.54) 


unde C este o matrice constantă de tip n x n nesingulară. Această ultimă 
afirmaţie rezultă din 


Corolarul 2.3.1 Dacă T(x) este o matrice fundamentală a sistemului de 
ecuaţii diferenţiale (2.45), atunci orice soluţie a acestuia se reprezintă sub 
forma 


y(x) = e(T(2)0),  zelab, (2.55) 
unde C este matricea coloană a coordonatelor unui vector constant din IR”. 


Demonstraţie. Formula (2.55) rezultă din faptul că pe coloanele matricei 
T(x) sunt coordonatele vectorilor unei baze din spaţiul soluţiilor sistemu- 
lui (2.45). Astfel, (2.55) este exprimarea unui vector a unui spaţiu liniar n 
dimensional într-o bază . m 


2.3.3  Determinantul lui Wronski 


Ca, şi la studiul ecuaţiilor diferenţiale liniare, omogene de ordinul n, cu 
coeficienţi constanţi, se poate introduce şi aici determinantul lui Wronski 
sau wronskianul asociat unui sistem fundamental de soluţii, şi anume 


yo ui) ya) 

(1) (2) (n) 

Yo (x) Yo (x) „Yo (x) 
wy®,y®,...,y®] = (2.56) 

YP) ud) = ya) 


Pentru valorile funcţiei introdusă în (2.56) se pot utiliza notaţiile W (<) 
sau WI, y®, 279 ,y™] (2). 


Observaţia 2.3.2 Wronskianul W|y(D,y(2,...,y09] asociat unui sistem 
fundamental de soluţii y® (x), y (x£),..., y(x) este determinantul ma- 
tricei fundamentale T(x). 
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Teorema 2.3.4 Condiţia necesară şi suficientă ca soluţiile 


y 0) NN y, 

ale sistemului (2.45), să formeze un sistem fundamental de soluţii a acestuia 
este ca determinantul lui Wronski corespunzător să nu fie identic nul pe 
intervalul |a, b]. 


Demonstraţie. Să arătăm mai întâi suficiența, adică din 


y(D,y(2,...,y E€ KerL şi Wy(D,y(2,...,y9] #0 


r=ao0 


să rezulte că funcţiile 
pen Yi) (2.57) 


formează un sistem fundamental de soluţii pentru sistemul (2.45). 
Demonstrația se face prin reducere la absurd. 
Presupunem că funcţiile y(D,y(2,...,y(, ca elemente ale lui Ker L, 
sunt liniar dependente. Există atunci n constante, nu toate nule, astfel 
încât pentru orice x € [a,b] să avem 


Ciy ™ (x) + Coy (2) +- + Cry ™ (2) = 0. (2.58) 


Scriind (2.58) pe componente şi luând z = zo, deducem 


Ciy (z0) + Cozy” (20) ++ Cny™ (x0) = 0, 
Ciy$” (z0) + Cyf? (z0) ++ Cryf” (x0) = 0, 

(2.59) 
Ciy (z0) + Cy (z0) +--+ Cnyk” (z0) = 0. 


Am obţinut astfel un sistem liniar şi omogen de n ecuaţii cu n necunos- 
cute al cărui determinant este Wļ[y® (x), y® (£), ... ,y™(æ)]| , care prin 
10 


ipoteză este diferit de zero, deci sistemul (2.59) are numai soluţia banală 
C1 =0, C2=0, ..., Cn =Q, 


ceea ce contrazice presupunerea. Deci, soluțiile (2.57) sunt liniar indepen- 
dente. 
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În baza Definiţiei 2.3.3 funcţiile (2.57) formează un sistem fundamental 
de soluţii ale sistemului (2.45) pe intervalul |a, b]. 

Să demonstrăm necesitatea. Dacă soluţiile y(D,y(2,...,y( sunt liniar 
independente atunci, măcar într-un punct xp € [a,b], determinantul lui 
Wronski asociat acestor soluţii este diferit de zero. 

Deoarece y(D,y(2),...,y(" formează o bază în Ker L, orice y € Ker L 


2) 


se scrie în mod unic în forma, 
y= Ciy ® + Cay ® apana Cny™®. (2.60) 


Considerând un zo € [a,b], notând y(xoọ) = y® şi scriind (2.60) pe 
coordonate în zo, obținem 


Ciy (xo) + Coy (20) +--+ Cay (0) = y®, 
Cryf (xo) + Cyf (20) +--+ Ca (0) = yP, 
(2.61) 
Oryg (z0) + Cayi (20) +--+ Cnyk (20) = yh. 
Deoarece sistemul (2.61) are soluţia unică C1, 02,..., Cn, rezultă că de- 
terminantul sistemului, W[y® (£), y® (£), ... ,y™(æ)]| , este nenul. m 
£=£0 


Teorema 2.3.5 (Liouville) Dacă funcția 
W(2) = wiy jy e)ra) 


este wronskianul unui sistem de n soluții ale sistemului (2.45), atunci are 
loc egalitatea 


W(x) = Wizo)e -% „MW z, xo € [a,b], (2.62) 
unde tr A(t) = 5 ailt) este urma matricei A a sistemului. 
i=1 


Demonstrație. Fără a restrânge generalitatea, presupunem că sistemul 
{yV (z), y® (zx), ..., y (x)} este liniar independent (în caz contrar W (£) = 
O şi (2.62) este banal satisfăcută). 

Fie r(x) matricea fundamentală cu coloanele 


y® (x), yle), =, ya). 
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Cu teorema creşterilor finite, avem 
T(x +.) =T(z)+eT'(a)+o(2), ze [a,b], 
iar din ecuaţia (2.53) rezultă 
T(z + e) = T(a) —e A(a)T(a) + o(2), ze [a,b]. (2.63) 
Dacă în egalitatea (2.63) luăm determinantul ambelor membri, obţinem: 
W (ke) =det (In — e A(x) + ofe) (£))W (x)=W (x)(1—etr A(x)+o(e)), 


unde € este arbitrar şi suficient de mic. Trecând la limită pentru e — 0 
rezultă 


W'(2) = —tr A(x) W(x), ze [a,b], 


iar prin integrare se obţine formula (2.62). = 


2.3.4 Soluţia generală a sistemului omogen de ecuaţii dife- 
renţiale liniare 


Să presupunem că avem un sistem fundamental de soluţii 


al sistemului (2.45). Atunci, orice altă soluţie a sistemului se scrie în mod 
unic în forma (2.60), unde C1, C%2,...,Cn sunt constante arbitrare. 

Putem afirma că (2.60) constituie soluţia generală a sistemului (2.45), 
deoarece verifică sistemul, are în componenţa sa n constante arbitrare şi 
oricărei probleme de tip Cauchy a sistemului i se pot preciza în mod unic 
sistemul de constante C1, C2,...,Cn astfel încât soluţia determinată să sa- 
tisfacă condiţia iniţială y(20) = y®, cu y(0) vector arbitrar din R”. 

Cum vectorul din membrul drept al relaţiei (2.60) se poate scrie în forma 
e(T(x)C), unde C este matrice cu o singură coloană şi cu n linii, rezultă că 
soluţia generală a sistemului (2.45) poate fi scrisă şi în forma (2.55). 


Observaţia 2.3.3 Sistemul fundamental de soluţii pentru (2.45) nu este 
unic. 


Într-adevăr, se ştie că într-un spaţiu liniar n dimensional există o infinitate 
de baze. Dacă mulţimea de funcţii (y(D(2),y(2(2),...,y(9(2)) este o bază 


70 Ion Crăciun 


în Ker L şi |C7|| € Mnxn( IR) este o matrice nesingulară, atunci sistemul de 
vectori 


y® = Y Ciy, set, (2.64) 


formeazà de asemeni o bază în Ker L gi deci avem un alt sistem fundamental 
de soluții. 

Matricea constantă C din (2.64) este matricea de trecere de la baza 
{y (x), y® (x), ... y (x)} la sistemul de vectori 


O (a) a) (2.65) 


Dacă această matrice de trecere este şi nesingulară, sistemul de vectori (2.65) 
este, de asemenea, sistem fundamental de soluţii pentru sistemul (2.45). m 


2.4 Sisteme neomogene de ecuaţii diferenţiale li- 
niare de ordinul întâi 


Să considerăm sistemul liniar şi neomgen de ecuaţii diferenţiale de ordinul 
întâi 


L(y) = y'+e(A(2)Y) = fo), (2.66) 


în care matricea A(x) = |jai;(£)|| E€ Mnxn( IR) a coeficienţilor sistemului are 
elemente funcţii continue pe intervalul [a,b], £ = (fi, f2,..., fn) e C(la,b]), 
Y = (y1 Y2,- --, Yn) € C! (|a, b]), iar Y = |lyillıxn este matricea coloană cu n 
linii a necunoscutelor y; € C1 ([a,b]) ale sistemului. 

Ne propunem să determinăm soluțiile sistemului (2.66) prin metoda va- 
riației constantelor. Vom cerceta dacă soluţia generală a sistemului (2.66) 
se poate obţine din soluția generală (2.60) a sistemului omogen asociat sis- 


temului (2.66), înlocuind constantele C1, C2, ..., Cn prin funcţiile convenabil 
alese C1 (x£), C2(x),..., Cn(£). 
Dacă mulţimea {y ® (x), y® (x), ...,y™® (x)} este un sistem fundamen- 


tal de soluții a sistemului omogen asociat L(y) = 0, atunci vom determina 
funcţiile 


C(x), Co(x), a Cn(£), 


continue şi cu derivate continue pe [a,b], astfel încât 


y(2) = Cu(2)y (2) + Ca(0y P (2) + --- + Ca(0)y()(2) (2.67) 
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să fie soluţie a sistemului neomogen (2.66). Impunând aceasta şi tinând cont 
că y®, i = Tin, sunt soluţii ale sistemului omogen asociat, găsim sistemul 
w . 
S Ci(æjy® (x) = f(z), ze [a,b], (2.68) 
i=1 


care are forma matricealà 


r(x): C(x) = F(x), x € [a,b]. (2.69) 


Dar (2.68) este un sistem de n ecuaţii cu n necunoscute C(x), i = 1,n. 
Soluţia. acestui sistem se deduce din (2.69) prin înmulţirea la stânga cu 
inversa matricei T(x). Se obţine 


C'(x) = t(x). F(x). (2.70) 


Integrând ecuațiile diferențiale ordinare (2.70) se găseşte 
C(2) = K+ | T-1(8) - F(8)ds, (2.71) 
zo 


unde K € Mix, are elemente constante arbitrare. 


Înlocuind (2.71) în (2.67), obținem soluția generală a sistemului neo- 
mogen (2.66) 


y(2) = e(T(a)K + 1 ; (a) -T-1(5)P(s)ds), (2.72) 


unde F este matricea coordonatelor vectorului f în baza canonică din IR”. 
Să mai observăm că (2.72) se scrie şi în forma 


y =e(T@)K) +e( f T(2)-T1(5)P(5)ds) = yola) +yp(2), (2:73) 


din care deducem că soluţia generală a sistemului neomogen (2.66) este suma 
dintre soluţia, generală yo(z) a sistemului omogen asociat L(y) = 0 şi o so- 
luţie particulară yp(x) a sistemului neomogen. 

O soluţie particulară a sistemului neomogen (2.66) se obţine prin metoda 
variaţiei constantelor luând pentru A din (2.71) matricea coloană identic 
nulă. 
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2.5 Sisteme de ecuaţii diferenţiale liniare cu coe- 
ficienţi constanţi 
Să studiem sistemele de ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul întâi, neomo- 
gene şi omogene, în care coeficienţii din (2.42) sunt constante reale notate 
CU — Qij. 
Forma generală a unui sistem neomogen este 


yi = Q111 + a12Y2 + `- + QAinYn + fu(2), 


7 
Yz = Qo1yi F Qoopp F ``- kOonyn + falx), 
i eai (2.74) 


Yh, = an1Y1 F an2Y2 +: + annyn + fnl£), 


în care fi, f2,..., fn sunt funcţii date, continue pe un compact [a,b]. 
Dacă în (2.74) toate funcţiile f; sunt identic nule, atunci sistemul cores- 
punzător 
Yi = Gray + 012Y2 +: + intins 


(TA = Q211 + a2op2 F +° + Qonyns 
(2.75) 


Y, = an1Y1 + an2Y2 + ``- + annYn, 


este un sistem omogen de ecuații diferențiale de ordinul întâi cu coeficienți 
constanţi. Deoarece coeficienţii acestui sistem coincid cu cei ai sistemului 
(2.74), sistemul se numeşte în plus asociatul sistemului (2.74). 

Forma matriceală a unui astfel de sistem omogen este 


Y'= AY, (2.76) 


unde Y este matricea cu o singură coloană cu elementele coordonatele vec- 
torului y = (y1, Y2,- - , Yn), iar A este matricea pătratică de ordinul n a cărei 
elemente sunt coeficienții sistemului. 

Toate rezultatele stabilite mai sus pentru sisteme de ecuații diferențiale 
liniare cu coeficienți variabili, omogene şi neomogene, sunt adevărate şi pen- 
tru sistemele (2.74) şi (2.75). 

Vom determina soluţia generală a sistemului omogen (2.75) folosind teo- 
ria valorilor şi vectorilor proprii a unei matrice pătratice. 

Pentru aceasta, căutăm soluţii particulare ale sistemului (2.76) de forma 


Y=Te?, (2.77) 
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unde I este matricea coordonatelor vectorului nenul y, deci y = el, iar r 
este un număr real sau complex. 

Vom determina y şi r din condiţia ca y = el'e'” să fie soluţie a sistemului 
(2.75), a cărui formă vectorială este 


y = e(4Y). (2.78) 


Impunând condiţia ca Y din (2.77) să verifice (2.76), găsim că T este 
soluţia, unui sistem liniar omogen a cărui formă matriceală este 


(A-rEB) =0, (2.79) 


unde E este matricea unitate de ordinul n, iar O este matricea nulă. 

Pentru ca sistemul algebric (2.79) să aibă soluţii nebanale, determinantul 
acestuia, trebuie să fie nul. Astfel, obţinem ecuaţia algebrică de gradul n în 
necunoscuta r 


ail > r a12 meer Ain 
a21 a22 =T A2n 
det (A — rE) = = 0, (2.80) 
nl an2 >- Anr 


numită ecuație caracteristică a sistemului (2.75). 

Ecuațiile (2.80) şi (2.79) arată că T din (2.77) este matricea coloană a 
vectorului propriu y a matricei A, corespunzător valorii proprii r. 

Dacă ecuaţia caracteristică (2.80) are toate cele n rădăcini reale şi dis- 
tincte, r1, T2, ..., Tn, lor le corespund n vectori proprii Ņy;, respectiv n soluții 
particulare ale sistemului neomogen (2.78) 


yi(z) = ye, yalt) = Yoe", ..., Yn(2) = Yne". (2.81) 


Wronskianul soluțiilor (2.81) este produsul dintre editat" tann)e şi 
determinantul Vandermonde construit cu numerele r1, r2, ..., Tn. Deoarece 
rădăcinile caracteristice sunt distincte, rezultă că wronskianul soluţiilor men- 
ționate în (2.81) este diferit de zero, fapt ce atrage concluzia că funcţiile 
(2.81) constituie un sistem fundamental de soluţii pentru sistemul de ecuaţii 
diferenţiale (2.75). 

În acest caz, soluţia generală a sistemului (2.75) este combinaţia liniară 


y= OnE + Orgi? + «n + Oa, (2.82) 
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în care C1, C2,...,Cn sunt constante arbitrare. Forma acestei soluţii gene- 
rale este 


Y = Cirie” + Oroe"?” +... + Cnrne e. (2.83) 


Teorema 2.5.1 Dacă ecuaţia caracteristică are, de pildă, rădăcina rı mul- 
tiplă de ordinul k, atunci partea din soluția generală corespunzătoare ei are 
forma 


P(x) 
P(x) 
ET (2.84) 
Pa(£) 
unde P(x), Pa(x), ..., Pn(a) sunt polinoame de grad cel mult k — 1, având 
coeficienţii funcții liniare de k constante oarecare C1, Co, ..., Ck. Poli- 
noamele P(x), P2(x), ..., P(x) nu pot fi identic nule decât dacă toate 
constantele C1, C2, ..., Cr sunt nule. 


Cazul rădăcinilor complexe poate fi tratat în mod analog. Vor rezulta 
soluţii complex conjugate în perechi. Din fiecare astfel de pereche se con- 
struieşte alte două soluţii reale luând semisuma acestora şi semidiferenţa 
împărţită prin unitatea imaginară. 

Pentru determinarea soluţiilor particulare ale sistemelor neomogene se 
poate folosi metoda variaţiei constantelor a lui Lagrange. 

În cazul în care fi(x) = e°” (Ql (x) cos Br + Q?(2) sin Bz), soluţii particu- 
lare se pot obţine prin metoda coeficienţilor nedeterminaţi, fără cuadraturi. 
Mai precis, se caută soluţii particulare de forma termenului liber, adică de 
forma 


yi(2) = xe®®” (Rl (x) cos Br + R2(z) sin 6x), i= T,n, 


unde R} şi R? sunt polinoame de aceleaşi grade cu respectiv polinoamele 
Q} şi Q?, iar s este multiplicitatea lui r = a + iĝ ca rădăcină a ecuaţiei 
caracteristice. 

Vom ilustra aceste afirmaţii prin exemple. 


Exemplul 2.5.1 Să se determine soluția generală a sistemului diferenţial 
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omogen 
yi = 2yı — 2y2 + 393, 
ya = why, 
Va = yı +3y2-— ys. 


Soluție. Sistemul de ecuaţii diferențiale dat este de ordinul întâi, omo- 
gen, cu coeficienţi constanţi şi se poate scrie în forma matricealà 


Y' = AY, 


unde 


este matricea, sistemului, iar 


Y3 


este matricea funcțiilor necunoscute ale sistemului diferențial. 
Pentru a determina soluția generală a sistemului, aplicăm teoria valorilor 
şi vectorilor proprii prezentată mai sus. 


Valorile proprii ale matricei A sunt rădăcinile ecuației caracteristice 
2-r -—2 3 
det (A — rE) = 1 1-r 1 =0, 
1 3 -l-r 
adică a ecuaţiei r3 — 2r? — 5r +6 = 0. Rădăcinile acestei ecuaţii sunt r1 = 1, 
r2 = 3, r3 = —2. 


Deoarece valorile proprii sunt reale şi distincte, vectorii proprii cores- 
punzători sunt liniar independenţi în IR5. 
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Vectorul propriu corespunzător valorii proprii r este o soluție nebanală 
a sistemului liniar şi omogen 


(2 —r)m —2%2 +373 = 0, 
yi +1 -= r) +73 = 0, (2.85) 
yı +372 +(—-1 =r) = 0. 
Cele trei sisteme corespunzătoare rădăcinilor caracteristice, obținute din 
(2.85) luând succesiv pentru r valorile ri = 1, r2 = 3, r3 = —2, sunt: 
m — 22 +3% = 0, =y — 22 +373 = 0, 
Y săpa = 20 Ji 2t y3. = 0, 
y t3% =2% = 0; m+ 3% -4y = 0; 


4 —2+3 = 0, 

Sote oja = 0, 

ytt% = 0. 

Soluțiile nebanale ale acestor sisteme omogene 
y® = (—1,1,1), y® = (1,1,1), y® = (11,1, —14). 


sunt vectorii proprii corespunzători valorilor proprii menționate. 
Corespunzător acestor vectori proprii avem următoarele soluții liniar in- 
dependente ale sistemului 


-1 1 11 
Dia) 1 Je; VA) | 1 |e; YO|| 1 |e” 
1 1 —14 


şi prin urmare soluţia, generală a sistemului diferenţial este 
Y (£) = CY ® (x) + CY (£) + C3Y ® (x), 


unde C1, C2, C3 sunt constante arbitrare. 
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Egalând elementele corespunzătoare găsim soluţia, generală pe compo- 
nente (coordonate) 


su) = —C1e? + Coe? + 1103e7??, 
yalx) = Cre? + Coe? + Cye-2, (2.86) 
ys(z) = Cre? + Ce?” — 1403e-2. 


Integrarea, sistemului se poate efectua, şi prin metoda eliminării. Ecuația 
diferenţială ordinară, de ordinul al treilea, cu coeficienţi constanţi, omogenă, 
în care funcţia necunoscută, este yo are expresia 


I 


yz — 2y — yo + 6y2 = 0, (2.87) 
iar soluția sa generală este dată în (2.86)2. Celelalte coordonate ale soluției 


generale y se obţin din legăturile acestora cu funcţia go. E 


Exemplul 2.5.2 Să se determine soluţia generală a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale omogene cu coeficienți constanti 


[ Yi put, 

y2 = y+ 3y 
1 —1 

Soluție. Matricea sistemului, A = , are ecuația caracteristică 
1 3 


r? — 4r + 4 = 0 cu rădăcina dublă r = 2. 
Conform Teoremei 2.5.1, soluția generală a sistemului este de forma 


| yı (Aiz + Ci)e”, 
yg = (Ar + C2)e”, 


unde constantele A1, A2, C1, C2 se determinà din sistemul 


Aı + A2 = 
A+C+C2 = 
A1 + A2 = 
A2+C1+C2 = 


0 
0 
0 
0, 


din care se găseşte 


A = +C, A = —C1—C. 


78 Ion Crăciun 


Astfel, soluţia generală a sistemului de ecuaţii diferențiale este 
yı = ((C1 + Co) + C1)e?”, 
i yh = (=(C1 + C2)x + C2)e?””, 
şi ea poate fi scrisă matriceal în forma 


Y = CY (x) + CY P(x), 


rops el e yo | ui je 
-T par 


Exemplul 2.5.3 Determinaţi soluția generală a sistemului de ecuații dife- 
rențiale omogene cu coeficienţi constanti 


unde 


yi = 2y —y2—ya 
ys = 2y1— ya — 2y3, 
y = -yı + y2 + 2y3. 


Soluție. Sistemul se poate scrie matriceal în forma 


Y' = AY, 


unde A = 2 —1 —2 | este matricea sistemului. 


—1 1 2 
Conform Teoremei 2.5.1, contribuția rădăcinii triple r = 1 la soluția 
generală a sistemului trebuie căutată, în forma 


Ar? Biz Cı 


Y = Apa? Box C2 e”. 


Asx? + Bar + C3 
Se deduce că coeficienţii A1, A2 şi A3 sunt nuli, iar 
Bı = Ci- C2- C3, 
Ba = 2(C1 — Ca — Ca), 
B3 = -Cı + C2 + C3 
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Astfel, Y se scrie ca o combinaţie liniară de constantele C1, C2, C3 


z+1l —r -T 


Y = Ci 2x e +Caļ| 1—2x |e +C3| -2x le” 


=E £ xr+1 
şi deci am obţinut chiar soluția generală a sistemului. E 
Aei | yi = 3, 
Exemplul 2.5.4 Să se integreze sistemul ; 
Vo = Y +342- 


Soluţie. Se aplică metoda valorilor şi vectorilor proprii. 
Valorile proprii sunt numerele complex conjugate rı = 3 + i, r2 =3— i. 


După determinarea vectorilor proprii corespunzători se găsesc soluţiile 
complex conjugate 


rawd i en maa ea 
1 1 


Pornind de la acestea, determinăm alte două soluţii liniar independente, 


yo) y2) — sing 
YU YY (x) + Y" (z) | ) e37, 


2 COS £ 


ya) — y2 cos £ 
Y (x) — Y (x) = (x) zi | ja 


sin £ 
Aşadar, soluţia generală a sistemului, scrisă matriceal, este 
Y (x) = QY ® (x) + CY ® (2), 


unde C1 şi Co sunt constante reale arbitrare. 


Y 3 ; yi = Y2, 
Exemplul 2.5.5 Să se integreze sistemul 


y2 = -yı + 2y2. 
Soluţie. Valorile proprii ale matricei sistemului sunt rı = r2 = 1. 

Sistemul de ecuații care dă coordonatele vectorilor proprii se reduce la o 
singură ecuație yı — y2 = 0. Toţi vectorii proprii sunt de forma y = A(1, 1), 
unde A Æ 0 şi deci nu există doi vectori proprii liniar independenţi. 
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Se caută atunci soluţia generală a sistemului în forma, 
y(x) = (Ca + Caz)e”, ylz) = (Dı + Do)”. 
şi, în final, se găseşte yi(z) = (C1 + Cox)e?, ya(z) = (Cu + C2 + Cor)e”, 


unde C1 şi Co sunt constante reale arbitrare. E 


Exemplul 2.5.6 Să se determine soluția generală a sistemului 


yy = 3y — 4y + 2z, 
| yy = y+ty+r. 
Soluţie. Determinăm întâi soluția generală a sistemului omogen asociat 
| yi = 3y — 4y, 
y uk. 


Pentru aceasta, procedăm ca în exemplul precedent şi găsim 


y? (T) = (—2C1 + C2 — 2C )e F, 


y (2) = (C1 + Coe. 
Deoarece r = 0 nu este rădăcină caracteristică a sistemului omogen aso- 
ciat, căutăm soluția particulară în forma 
yi (x) = Aiz + Bi, y(x) = Ax + Ba 
şi determinăm coeficienții celor două polinoame din condiția ca sistemul să 
fie verificat. Se obţin sistemele 
3Aı +442- 2 = 0, Aı +3Bı +4B2 = 0, 
Di = O; Poe = 0, 
de unde deducem Aı = —6, A2 = 5, Bı = 14, Bə = —9. 


Deoarece soluţia generală a sistemului dat este suma dintre soluţia gen- 
erală a sistemului omogen asociat şi soluţia particulară determinată, avem 


yO (£) + plz) = (20 + Co — 2020)? — 6x + 14, 


yu (2) 


yal) = y$? (7) + (a) = (Ci + Came 2+5r—9. 
Forma matriceală a acestei soluţii este 


Y (x) = YO (x£) + YP(a) = CGY P (£) + CY O (x) + Y? (x). 
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Ecuaţii diferenţiale cu 
derivate parţiale de ordinul 
întâi 


3.1  Ecuaţii diferenţiale liniare cu derivate par- 
ţiale de ordinul întâi 


3.1.1 Definitii. Suprafeţe integrale 


Definiţia 3.1.1 O relaţie de forma 


ðu ðu Mg 


gas 1 
it, Oz Oro "Ozn (3) 


F (21,22. - o no 


unde F este o funcţie reală continuă de 2n + 1 variabile reale definită pe 
un domeniu A C IRT! se numeşte ecuaţie diferenţială cu derivate 
parţiale de ordinul întâi, dacă se cere să se determine funcţia 


(DĂ 00 e , En) (3.2) 


cu derivate parțiale de ordinul întâi continue într-un domeniu D C IR”, 
astfel încât să avem 


dp a de dp L 
F(x); p), g C) g o 0) = 0 (3.3) 
pentru orice X = (£1, £2, ..., 2n) E D. 
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Definiţia 3.1.2 Funcţia p E F(D) din (3.2) care satisface condiţia (3.3) se 
numeşte soluţie sau suprafaţă integrală a ecuaţiei (3.1). 


Definiţia 3.1.3 Ecuația cu derivate parțiale de ordinul întâi de forma 


ðu ðu ðu 
1(x) da t 2(x) Tia n(x) T (3.4) 
se numeşte ecuaţie liniară şi omogenă. 


Forma (3.4) arată că ecuaţia depinde liniar de derivatele parţiale ale 
funcţiei necunoscute u, iar coeficienţii AX sunt funcţii numai de variabila 
vectorială x, sau altfel spus de variabilele independente £1, 72,..., En- 

În cele ce urmează vom presupune că funcţiile Xy sunt de clasă C1(D) 
şi nu se anulează simultan în D, ceea ce înseamnă că are loc inegalitatea 


X2(x) + X2(3) +: + X2(x) >0, (WxeD. (3.5) 


3.1.2 Sistem caracteristic. Curbe caracteristice 


Considerăm ecuaţia liniară (3.4) în care funcţiile X, € C1(D) satisfac în D 
condiţia (3.5). 


Definiţia 3.1.4 Sistemul simetric definit în D 


dai Paz da2 peur E E amară din > (3.6) 
X(x) X(x) X(x) 
se numeşte sistemul caracteristic asociat ecuației cu derivate parțiale 
(3.4). 


Definiția 3.1.5 Curbele integrale ale sistemului (3.6) se numesc curbe ca- 
racteristice ale ecuației cu derivate parțiale liniară şi omogenă (3.4). 


În ipoteza că £n este variabilă independentă atunci, din Capitolul 2, 
paragraful 2, ştim că soluția generală a sistemului carcteristic (3.6) este 


Ti = Dl Dia Ci Dope e Op ah t=1,n-1, (3.7) 
sau, rezolvând în raport cu constantele arbitrare C1, 02,..., Cn, 
pi Cp Pa PRE En) 5. Ci, 
polti, oi al ) = C2, 
= (3.8) 


| 
d 


WPn-1(21, £2, mas nta) 
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unde Y1, Y2, ..., Yn—1 sunt functii continue cu derivate parţiale continue în 
D. 

Oricare din relațiile (3.8) se numeşte integrală primă a sistemului carac- 
teristic (3.6), iar ansamblul (3.8) reprezintă o familie de curbe integrale, sau 
o familie de curbe caracteristice ale ecuaţiei (3.4). 

Vom vedea că integrarea ecuaţiei (3.4) este strâns legată de integrarea 
sistemului caracteristic asociat (3.6). Această legătură este dată de teorema 
următoare. 


Teorema 3.1.1 Dacă relația 
plti ta tn) =C (3.9) 


este o integrală primă a sistemului caracteristic (3.6), atunci funcția reală 
de n variabile reale definită pe D 


u = Y(T1, T2,- Ln) (3.10) 
este o soluție a ecuației cu derivate parțiale (3.4). 


Demonstrație. Folosind Teorema 2.2.1, rezultă că dacă (3.9) este o inte- 
grală primă a sistemului caracteristic (3.6), atunci de-a lungul unei curbe 
caracteristice avem 


dy _ 


"da 


Egalitatea (3.11) fiind adevărată pentru orice constantă C, este adevărată 
pentru orice curbă integrală situată în D, de unde rezultă că este adevărată 
pentru orice X = (£1, £2,..., £n) E€ D; prin urmare (3.10) este o soluţie a 
ecuaţiei (3.4) în D. m 


Hja T a tre + Xa) 0. -GID 


3.1.3 Soluția generală 


Teorema 3.1.2 Dacă p1, Y2,...,Yn—1 sunt integrale prime ale sistemului 
caracteristic (3.6), independente funcţional pe mulţimea D' C D, şi 


(v, Vaya... lost) 


o funcţie oarecare cu derivate parţiale continue într-un domeniu A C R*+, 
atunci funcția x — u(x), unde 


u(x) = (y(x), v(x), , Yn-1(x)), (3.12) 


este o soluție a ecuației cu derivate parțiale (3.4) în D'. 
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Demonstraţie. În prima etapă arătăm că funcţia u = (br, %2, ..., n) 
verifică ecuaţia (3.4). Pentru aceasta trebuie să calculăm derivatele parțiale 
de ordinul întâi ale acestei funcţii. Aplicând regula de derivare a funcţiilor 
compuse, avem 


ðu _ ô Oi È Op 0% Onu 

Oz iii vı l xı F və i xı beu Our Oz 

ðu Z 09 Oy 09 Oy» 99 On 

Xə E vı l xə F və l xə N ðvn—1 i Lə ? (3.13) 
ðu _ 0% ðpı 09 Op 9% OYn- 

Oz ðv Ôr, G Ov Oz | die i Dup Örn ` 


Dacă în (3.13) înmulţim prima relaţie cu X4, a doua cu Xə şi aşa mai 
departe până la ultima relaţie pe care o inmulţim cu X» şi adunăm pe 
coloane rezultatele înmulţirilor, obţinem 


n ii n— . 


i=1 j=1 


Însă, în (3.14) fiecare paranteză din partea dreaptă este nulă deoarece după 
Teorema 3.1.1 funcţiile Y; (x1, £2, ..-, £n), j = 1,n — 1, sunt soluţii ale ecua- 
tiei cu derivate parțiale (3.4). Rezultă că funcția u din (3.12) este soluție a 
ecuatiei (3.4). 


Reciproc, orice soluţie u(z£1, £2,..., 2n) a ecuaţiei (3.4) este de forma 
(3.12). 
In adevăr, u(z£1, £2,..., Zn) fiind soluţie a ecuaţiei (3.4), avem 
ðu ðu ðu 
X HX +X, — =0. 3.15 
NSE HRE H t Xa) (3.15) 


Pe lângă aceasta, avem şi relaţiile 


O; O; O; 
Xa (x) + Xa) e XI =0, j=1n=l 3.16 
(oS + Xa) gi en + Xa 0, TI, (8.16) 
care exprimă cà integralele prime Y1, Y2,..., n-a sunt soluţii ale ecuaţiei 


diferenţiale cu derivate parţiale de ordinul întâi (3.4). 
Pentru orice punct fixat (20, 29,...,20) € D, ecuaţiile (3.15) şi (3.16) 
formează, un sistem de n ecuaţii liniare şi omogene în necunoscutele X4, 
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Xə, ..., Xn. Datorită condiţiei (3.5), acest sistem are şi soluţii nebanale. 
Conform teoremei lui Rouch6, determinantul sistemului, 
ðu ðu ðu 
xı xə Oz, 
Oz xə Ozn 
D oala za 
Əb db Oya |= PUP (sam) 
Oz Oro Orn (£1,823: ,2n) 
On Oana AIE On 
Oz xə Ozn 
trebuie să fie nul pentru orice (20, 29,...,20) € D. Aşadar, putem scrie 
D(u, p, 1, ... 1-1) 
=0, (v)x= SD scie l-a ED. 
D(£1, £2, £3, ..., En) (S (uta Tn) 
Deoarece 41, Y2,...,Yn—-1 sunt integrale prime independente funcţional 


în D, există domeniul D' C D în care matricea jacobiană Jy), unde 
p = (Y1, Y2,..., Yn-1), are rangul n — 1. Aceasta înseamnă că cel puţin un 
minor de ordinul n — 1 al matricei este nenul pe D’. Fie că acest minor este 
determinantul funcțional 


D(41, Y2, ... ,Wn-1) 


D(x£1, £2, £3, ...,En—1) 


£ 0, (v) x= (£1, £2, E sön) e D. (3.18) 


Folosind rezultatele de la dependenţă şi independenţă funcţională a func- 
ţiilor, rezultă că funcţia u depinde funcţional pe D” C D’ de funcţiile 
pi, P2,- Vn-ai. Prin urmare, putem scrie u = (Y1, Y2, ..., Yn-1)- E 


Definiţia 3.1.6 Funcţia u din (3.12), unde O este o funcție arbitrară de- 
finită pe un domeniu din spațiul RL, se numeşte soluţia generală a 
ecuației cu derivate parţiale liniare şi omogenă (3.4). 


Exerciţiul 3.1.1 Să se integreze următoarele ecuaţii cu derivate parţiale 
de ordinul întâi omogene 


z 
1. (2 + 2)33 — = 0; 2. y— -r= =0; 
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Soluţie. Sistemele caracteristice corespunzătoare ale acestor ecuații sunt: 


T+2y —y Y =T 
dx n dy l dr dy 
Pa E 9 


Aceste sisteme caracteristice sunt echivalente respectiv cu ecuațiile diferen- 
tiale ordinare 


Uoni U 
dx r+ 2y’ dz y’ 
3, W Y-a’), dy y 
` dz  gz(2r? -— y3)’ da 2/2 


Prima şi a treia ecuaţie diferenţială. de ordinul întâi este omogenă şi se 
A J ES à . y x y 
integrează utilizând substituția = = u, unde noua funcție necunoscută, este 


z 
u ce depinde de x, iar celelalte două ecuaţii sunt cu variabile separabile. 
Soluțiile acestor ecuații diferențiale ordinare sunt: 


54 


3 
T y 
1. y(£+y)=0; 2. £? +y? =C; d ae 0 4. Vaz + Iny=C. 


Fiecare din relaţiile de mai sus reprezintă o integrală primă pentru ecua- 
ţia, cu derivate parţiale de ordinul întâi omogenă corespunzătoare. 

Soluţia, generală a unei ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul întâi omo- 
genă este o funcţie arbitrară de n — 1 integrale prime independente. Cum 
pentru toate aceste exerciţii n este 2, la fiecare avem nevoie doar de câte o 
integrală primă şi le vom considera pe cele deduse mai sus. Prin urmare, 
soluţiile ecuaţiilor date sunt respectiv 


1. z=V(y(z+y)); 2. z=% +4’); 


3 3 
3. z= p(T); 4. z=Ħ%Ņ(yz+lny), 


unde + este o funcţie oarecare de clasă C1(T) şi I un interval real. E 


Capitolul 3 — Ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale 87 


Exerciţiul 3.1.2 Să se determine soluţiile generale ale următoarelor ecua- 
ţii cu derivate parțiale de ordinul întâi omogene 


ðu ðu ðu 


1. (az — by) 5; + (be elay F (eu az) =0; 
2 w- a)g bei = 

3 zz% pg + (E 0 

4 (r= yta) tyt + =0, 

n Et st no 


[2) O ð 
8. 2 I +2 A = — z sohr es =0. 


Oz Oy Oz 
Soluţie. Sistemele caracteristice corespunzătoare ecuaţiilor de mai sus sunt: 
dz _ dy îi d 
az—by O br—cz  cy-ar 
2 dx _ dy _ dz 
poa — y-b — z=č 
da dy dz 
3 ai Z Ta A 270 
zz —yz z? — y 
dx o do dz. 
r—y+z yo z’ 
dz dy dz 
5. = = 
TY —y z 
dz dy dz 
6. = = zi 
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7 E ` QY dz, 
© yz VY vz’ 
dx S dy = dz 
2coshzxy  2sinhz  —zsinhz` 


Vom căuta combinații integrabile ale rapoartelor egale. 
1. Prin înmulţirea celor trei rapoarte cu respectiv x,y şi z şi adunarea 
numărătorilor şi a numitorilor, obținem un nou raport care are numitorul 
egal cu zero, iar numărătorul este diferenţiala expresiei z? +y? + 22. Rezultă 
că şi numărătorul trebuie să fie zero şi prin urmare z? + y? + 22 = © 
este prima integrală primă a sistemului caracteristic corespunzător primei 
ecuații. 

Înmultind acum rapoartele cu c, a şi b şi adunând iarăşi numărătorii şi 
numitorii între ei, obținem din nou zero la numitor. Prin urmare cz + ay + 
bz = Co este a doua integrală primă. 


da S dy 5 aa SE, 
z-a y—b y—b 

2. 
dy _ dz Bă A e a 
y—b z=c z-—c 


3. Considerăm primele două rapoarte. După simplificare prin z se obţine 


r d 
combinația integrabilă — = T care conduce la integrala primă xy = Ci. 
z 


A doua integrală primă se obține după ce adunăm numărătorii şi nu- 


mitorii din primele două rapoarte, raportul găsit egalându-l cu al treilea. 
d(x + dz O SA A 

Avem ( y) = 3 z» de unde, după simplificare cu x — y, se obţine 
z(z —y) x?-— 

combinaţia. integrabilă, 


(x + y)d(z + y) = zdz 


care conduce la integrala primă (£ +y)? — 22 = 03. 


d dz 
4. Integrând st Ec obţinem integrala primă yı (x,y, z) = z 
z 
Pentru a obţine a doua integrală primă pornim de la egalitatea 
d£ Uz) 


t= YTZ y=z 


? 


dedusă folosind o proprietate a rapoartelor egale. Notând y — z = u, se 
A ae aa d al, ; lea „da 1 

ajunge la ecuaţia liniară de ordinul întâi neomogenă — — —x = —1 care 

u 


du 
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are soluţia x = u(Cə — ln u). Revenind la variabilele z, y, z se obţine a doua 
+ In (y — z) = C2. 


integrală primă 
y—z 


5. Cele două integrale prime independente funcţional se obţin considerând 
primele două rapoarte şi respectiv ultimele două. Se obţine: 


1 1 
xry = Cu; m 


6. O integrală primă se găseşte prin considerarea primelor două rapoarte. 
După simplificare cu z şi apoi integrare, se obține zy = C4. 
Pentru cea de a doua integrală primă vom folosi integrala primă găsită. 
Din ultimele două rapoarte se obţine y dy = —z dz care, după înmulţire 


cu y şi folosirea integralei prime deja găsită, se obţine zA + Ciz = Ca. 


Inlocuind C1 = zy avem că cea de a doua integrală primă este 


1 
su + xyz = Ca. 


7. Cele două combinaţii integrabile le vom determina considerând primele 
două rapoarte şi apoi ultimele două. Integrând, obţinem: 


Va — Vi =Cu Vă vV2= Ca 
dy 


IL 3 Y . 
= - din care rezultă inte- 
2 cosh x 2 sinh x 


8. O combinație integrabilă este 
grala primă y — ln cosh z = C4. 
A doua integrală primă se obţine dacă se consideră ultimele două ra- 
poarte după care se simplifică prin sinh z. Integrând în ambii membri, avem 
25 = C. 
zZz e 2. 


Astfel, soluţiile generale ale ecuaţiilor cu derivate parţiale din enunţ sunt;: 


1. u(z,y,2) = (r? +y? +2?, cz + ay + bz); 
2. u(y) = aE, A) 
. ulz, y,z) = i 
Y, y—-b’ z—c ) 
3. u(z, y, z) = (zy, (x ari y)? sa z); 
4. ulzp2) = BŽ, — +mn(y-2)); 
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1 1 
5. = ð Sae: 
u(x, y, z) (£y, 3 + FI 
1 3 
6. u(z,y,z) = (ay, 39 + zyz); 


7. u(z,y,2) = (VT — VY, VI — V2); 


8. u(z,y,2) = ©@(y-—lncosh zg, ze”), 


unde $ este o funcţie arbitrară, de integralele prime menţionate. C] 


3.1.4 Problema lui Cauchy 


In general, în problemele practice, nu interesează soluții arbitrare a ecuației 
(3.4), ci acele soluţii care să îndeplinească anumite condiţii iniţiale. 


Definiţia 3.1.7 Problema determinării în domeniul D C IR” a acelei solu- 


ţii ul, £2,..., £n) a ecuaţiei cu derivate parţiale liniare şi omogene (3.4) 
care pentru £n = z? se reduce la o funcţie dată (z1, £2,..., 2-1) € CHD’), 


unde D! C Rl, adică 


U(1, £2,...,En—1, L) = (ra, tan), (£1, £2,- -; En-1) E€ D', 
(3.19) 
se numeşte problema lui Cauchy pentru ecuația (3.4). 


În anumite condiţii impuse funcţiilor X% şi Y soluţia problemei Cauchy 
există şi este unică. 

În cele ce urmează ne vom ocupa de determinarea efectivă a soluţiei 
problemei lui Cauchy. 

Această soluţie va fi de forma (3.12) şi problema se reduce la a determina 
funcţia $, deci de a determina, legătura. între integralele prime 41, Y2, ..., 
11. 

Fie o vecinătate a punctului Mo(£1, £2,..., Zn, 20), inclusă în D, în 
care determinantul funcţional (3.18) este diferit de zero. O asemenea veci- 
nătate există în baza faptului că funcţiile Yg, k = 1,n — 1, sunt continue şi 
au derivate parţiale continue pe D. Dacă în (3.8) punem zn = 20, obţinem 
sistemul 


pilti, Days 00) = Cap i=I,n-], (3.20) 
care, rezolvat în raport cu x, £2,...,£n—1, conduce la 
Tj = tii Ci C2, ..., Cn-1), j=l,n-l1. (3.21) 


Putem enunţa acum următoarea teoremă. 
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Teorema 3.1.3 Soluţia problemei lui Cauchy pentru ecuaţia (3.4) cu con- 
diţia iniţială (3.19) este dată de 


ulzi, 225.5 En) = Yw (Y1, bo, + 3 Wn=1) toma bo, + Wn-1)) 


unde p1, Y2,...,PYn—1 sunt n—1 integrale prime independente funcțional ale 
sistemului caracteristic (3.6). 


Demonstraţie. Trebuie să arătăm că funcţia u din enunţul teoremei este 
soluţie a ecuaţiei cu derivate parţiale (3.4), apoi că verifică condiţia iniţială 


(3.19). 
Faptul că u este soluţie a ecuaţiei (3.4) rezultă imediat din faptul că u 
este de forma (Y1, Y2, ..., Wn-1) după cum rezultă din expresia ei. 


Soluţia, verifică condiţia iniţială în vecinătatea U a punctului Mo. În 
adevăr pentru £n = 20, conform relaţiilor (3.20) şi (3.21), rezultă că (3.19) 
este îndeplinită. Din modul cum este construită funcţia u rezultă şi unici- 
tatea ei. E 


Exerciţiul 3.1.3 Să se rezolve problema lui Cauchy pentru ecuaţiile cu de- 
rivate parțiale liniare şi omogene 


ðu ðu 30u 
1 uT Yay sg Oz 0, 
2. zuz+ (x po pa” = 0, 


Oy Oz 
cu condiţiile iniţiale date respectiv de 
1. u(z,y,l)=z+y, 2. u(x,0,z) = 2z(z-— x). 


Soluţie. Sistemele caracteristice corespunzătoare 


da _ dy dz da dy dz 
2x =y z2? z (£—-2z} z 


au integralele prime 
2 2 
p(x, y, z) = Ty, | pils, y, z) = r? — z? 
2. 


1 
palz, y, z) = zte, palz, y, z) = 2y + (x — 2}. 
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Sistemul (3.20), în cazul acestor ecuaţii cu derivate parţiale, devine respectiv 
ry? = C m = 0, 
1. „a. 
l+Ilnz = C2 (z-z? = Ca. 
Rezolvând aceste sisteme, găsim 


C1 + C2 
= pC2-1 — = = C1, C 
r=e w(C1, 02) T 2/03 w1(C1, C2), 


1. T z o2: 
uA E C1 -C2 
y eC2—1 w2(C1, C2) VA Dy = wə(C1, C2). 


Conform Teoremei 3.1.3, avem că soluţia problemei lui Cauchy este 


u(x, y, z) = Y(wi (pi, Y2), w2(Y1, Y2)). 


Deoarece expresiile funcţiei Y sunt respectiv 
1. V(z,y)=z+y, 2. y(x,z) = 2z(z — x), 


rezultă că soluţiile problemei lui Cauchy pentru cele două ecuaţii cu derivate 
parțiale sunt 


1. u(z,y,2) = w(i, p2) + w2(p, Y2) 
2. u(z,y,2z) = 2wa(Y1, %2) (wapi, Y2) — wi (1, 2)). 


Efectuând calculele, găsim 


= palx,y,z)—1 fi ypılz,y, z) 
1. u(z,y,z) e ' en 


2. ulz, y, z) = palz, y, 2) — bi(z,y,2). 


Înlocuind pe Yı şi Y2, obţinem ulz, y, z) = ze? "1 + yvel-2? şi respectiv 
Îiloeind:pe ui si da 6bt z v 
uļ(£,y, 2) = 2y + 22? — 22. E 


3.2  Ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul întâi, 
cuasiliniare 
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Definiţia 3.2.1 O ecuaţie cu derivate parțiale de ordinul întâi de forma 


O O 
Xa) ga + Xa tg te Xe) = meu) 82) 


se numeşte ecuaţie cuasiliniară neomogenă. 


O astfel de ecuaţie este liniară în raport cu derivatele parţiale de ordinul 
întâi ale funcţiei necunoscute u care depinde de variabilele x1, 2, .., £n (de 
variabila vectorială x = (£1, 72,...,2n)), iar coeficienţii X% sunt funcţii atât 
de variabila vectorială independentă x cât şi de funcţia u. 

Vom presupune că funcţiile Xg, k = 1,2,...,n, sunt continue pe dome- 
niul DC "+1, au derivate parţiale continue în D şi 


WE 


X?(z1,£2,...,£n,U) > 0, (V) (£1, 22,..., £n u) E D. 


k=1 


3.2.1 Soluția generală 


Teorema 3.2.1 Integrarea ecuației cu derivate parțiale (3.22) se reduce la 
integrarea ecuației cu derivate parțiale liniară cu n+ 1 variabile 


OV OV OV OV 
X aie e Sai anna AP, e Sc 
1(x, u) Ori F 2(x, u) ðzrə ag BA n(x, u) Ora + ari u) ðu 
Demonstraţie. Să căutăm pentru ecuaţia cuasiliniară (3.22) o soluţie u, 
definită implicit de ecuaţia 


V (£1, £2,..., Zn, U) = 0, (3.23) 


V fiind o functie necunoscută ce urmează să o determinăm. În ipoteza că V 
este continuà şi are derivate parţiale continue, cu derivata parţială în raport 
cu u diferită de zero în interiorul lui D, din (3.23) şi teorema de existenţă şi 
unicitate a funcțiilor reale de n variabile reale definite implicit de o ecuație 
în n + 1 necunoscute, obţinem 


O da aa 
Ori OV Ox OV» hi O) 
ðu ðu ðu 
pe care le înlocuim în ecuaţia (3.22). În acest fel ajungem la 
sapa + cad Paz e RL + Xn+ıderpVu = 0, (3.24) 


Oz xə Ozn 
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care este o ecuaţie liniară şi omogenă în necunoscuta V. Fie 
Pkl, £2,.. -En U) = Ck, k=0,1,2,...,n— 1, (3.25) 


n integrale prime independente ale ecuaţiei (3.24). Soluţia generală a ecuaţiei 
(3.24) este 


V(a, LD n, u) = (4o, pi, 1, e iza Pn-1), (3.26) 
iar ecuația V (x1, £2,..., £n, U) = 0 defineşte implicit soluţia a ecuației cua- 
siliniare (3.22) în forma u = (z1, £2,..., Zn). E 


Conform Teoremei 3.2.1, urmează că trebuie să determinăm n integrale 
prime ale sistemului caracteristic 


dir a e yaa 
Xı Xə Xn Xp 


ataşat ecuaţiei (3.24), anume 


polti, oaie Ln, U) = Co, 
Pilz, T2, ..., Ln, U) = i; 

(3.27) 
Yn—1(21, £2,- - , En, U) = Cn-1- 


Atunci, soluția generală a ecuatiei (3.22) este funcția definită implicit de 


(Yo, pı, 1 sic Ahr) = 0, (3.28) 


Ẹ fiind o funcţie arbitrară derivabilă şi cu derivate parțiale de ordinul întâi 
continue. 


Exerciţiul 3.2.1 Să se determine integrala generală a ecuației cuasiliniare 


Oz 
mpa + r? 


Oz 
Yz > (22 + y2)z. 
yY 
Soluţie. Sistemul caracteristic asociat acestei ecuații cu derivate parțiale 


de ordinul întâi este 
dr dy dz 


ry y (Fyz 
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. dx d 
Din primele două rapoarte obținem ecuaţia — = TY care ne conduce la 
y z 
integrala primă z? — y? = Co. 
O a doua integrală primă se obține din combinația 


ydr + rdy dz 


ry’ +r3y (£2 +y?2)z 


Primul raport al acestei combinații se obține din primele două rapoarte 
ale sistemului caracteristic prin înmulţirea, lor cu respectiv z şi y urmată 
de adunarea, lor. Se obţine un nou raport egal cu celelalte rapoarte ale 
sistemului caracteristic. După înmulţirea cu z? + y? se obţine 


d(zy) _ dz 
zy z’ 


A ALI x x E a ONIA A 
iar de aici rezultă a doua integrală primă — = C4. 
z 


Conform Teoremei 3.2.1, soluţia generală a ecuaţiei date este funcția 
z = z(x,y) definită implicit de ecuaţia ®#(Y%1, Y2) = 0, unde O este o funcţie 
arbitrară. Având în vedere expresiile lui 41 şi Y2, avem că soluția generală 
a ecuației cu derivate parțiale cuasiliniară este funcția z = z(x,y) definită 
implicit de ecuația 

(r? -y?, a =0. 
zy 

Se constată că soluţia generală se poate scrie în forma z = zy (z? — y?), 
unde Y este o funcţie reală arbitrară de o variabilă reală, derivabilă şi cu 
derivată continuă. E 


Exerciţiul 3.2.2 Să se integreze ecuaţia cuasiliniară 


Oz Oz Oz LIL: En 
m e H taena za 
xı xə Ozn z 


Soluţie. Sistemul caracteristic asociat acestei ecuații este 


dai dzz dEn zdz 


zı T2 Tn Z2 + L1T2 ° En. 


Se observă că avem următoarele combinaţii integrabile: 


dz, dz dzı dag da 2 dan 
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şi 
d(z1£2 e. Tn) — zdz | (3.29) 
N LIL TEn BE LIT En 


Din integrarea primelor n — 1 combinaţii integrabile obţinem integralele 
prime 


T3 
— =C, — S= Ca, a — Cn. 
Tı XI T1 


Pentru a integra ultima combinaţie integrabilă notăm: 
Doe =V; il, 


Astfel, combinaţia integrabilă. (3.29) se reduce la 


uU= >. 
dv nv n 


Aceasta. este o ecuaţie diferenţială de ordinul întâi liniară şi neomogenă 
şi integrala ei generală este 


2v 
n—2 


u = Cn Vu2 + 


sau, dacă revenim la, vechile variabile, 
(n — 2)22 = Crn — 2) 4 (rara: En)? + 22122 En. 
Integrala generală a ecuaţiei date este funcţia z definită implicit de 
(n — 2)22 = 2x122- + (n — 2) {/ (uz: an) (2 — 
unde $ este o funcţie diferenţiabilă arbitrară. m 


Exerciţiul 3.2.3 Să se determine soluția generală a ecuaţiei 


z 02 
sa-i (2y1 — z%y) du 9z(x? — y’). 


(Gs 22%) 


Soluţie. Sistemul caracteristic asociat ecuației este : 


dz E dy = dz 
r(y3 — 2x3)  y(2y3 — 05)  9z(x3 — y3) 
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Considerând primele două rapoarte se obţine o ecuaţie diferenţială omo- 
genă care integrată conduce la integrala primă 


yY? +r’ 


„22 = Co. 


O a doua integrală primă se obţine din combinaţia integrabilă 


ydz + rdy dz 
3zyt — 3rty  9z(z3 — y3) 
d d 
Simplificând, obținem ecuația cu variabile separate (zy) + n = 0 care 
y z 


prin integrare conduce la a doua integrală primă zĉy’z = Cl. 
Soluția generală a ecuației este 


o 1 r? +y’ 
A= 7345 ( 12y? ) 
unde $ este o funcţie derivabilă arbitrară. E 


3.2.2 Problema lui Cauchy 


Fie ecuația cu derivate parţiale cuasiliniară (3.22) şi punctul arbitrar, dar 
fixat, Mo(z10, T20; » : : 5 n0, uo) e D. 


Definiția 3.2.2 Problema determinării unei soluții u a ecuației (3.22) într- 
o vecinătate U a punctului Mo € D, care pentru £n = £no să se reducă la 
funcţia continuă şi cu derivate parțiale continue Y(x1, £2,...,£n—1), adică 


U(T1, T2,- - - , En—1; Eno) = Y(T1, T2,- . , RED NR (3.30) 
se numeşte problema lui Cauchy a ecuației (3.22). 


Pentru rezolvarea problemei lui Cauchy vom considera că s-au determi- 
nat n integrale prime independente funcţional într-o vecinătate a lui Mo, 
iar dacă presupunem că aceste integrale prime sunt cele din (3.27), ele vor 
fi independente dacă 


D(o, Y1, Y2, e. ,Wn—1) 


D(z1, £2, arran Tn—1, U) 


ia 70. (3.31) 


Vom cere ca soluţia căutată u = p(z1, £2, ..., Zn) să treacă prin punctul 
Mo, deci uo = p(r10, £20, ---2n0). 
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Funcţia u, după cum am arătat la aliniatul precedent, este definită im- 
plicit de ecuaţia 


V (£1, £2,..., En, U) = P(o, bas 2 mi), = 0 


şi problema se reduce la determinarea funcției $, adică a legăturii între 
integralele prime (3.27). In acelaşi timp u trebuie să fie unic determinată 
într-o vecinătate a punctului Mọ, deci 


OV 
= (£10, T20, - - - , n0, U0) Æ 0. 
ðu 


Fie W o vecinătate a punctului Mo în care sistemul (3.27) se poate 
inversa în funcţie de x1, £2,...,£n—1,U. Vom face însă inversarea după ce 
vom înlocui pe £n cu £no, obţinând astfel sistemul 


polzi, T2,- - , En—1, Eno, U) = Cp, 
IPL T2,- - - , En—1, Eno, U) = Ci, 

(3.32) 
Wn—-1(£1, £2,- - - , En—1, Tno, U) = (zii 


Prin rezolvarea sistemului (3.32) în privinţa variabilelor menţionate, 
găsim 
u = wo(Co, C1,..., Cn-1), 


zi = wı(Co,C1,...,Cn-1), 
(3.33) 


Tn-1 = wn—1(C0, C1,- -< , o ORE A 


Teorema 3.2.2 Soluţia problemei lui Cauchy pentru ecuaţia (3.22) care în- 
deplineşte condiția inițială (3.30) este funcția u definită implicit de ecuația 


wolYo, -- -, Yn-1) — Plor (Yo, -- -, Yn=1),:--,wn-1(Y0; : - -, Yn-1)] = 0, (3.34) 


unde 10, Y1,..., Yn—1 sunt integrale prime independente funcțional care sa- 
tisfac condiția (3.31). 


Demonstraţie. Funcţia u = (x1, £2,..., £n) definită implicit de ecuaţia 
(3.34) este o soluţie a ecuaţiei (3.22) deoarece provine dintr-o relaţie de 
forma (3.28). 
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Funcţia u dată de (3.34) verifică condiţia iniţială (3.30) deoarece conform 
lui (3.32) si (3.33) pentru £n = £no avem 


wolpo, Wi,- --, Yn-1) 


— u, 
Tn =Tn0 


wklpo, Yi, ---,Yn-1) = zk, k=1,2,...,n— 1. 


Din (3.34) rezultă că pentru £n = Tno 


= Y(z1, £2, Sarma En—1)- 
In =In0 


IE A 50 e cae pr) 


Derivata. funcţiei V din membrul întâi al relaţiei (3.34), în raport cu u, 
în punctul Mo, se găseşte că este egală cu 1, deci diferită de zero. 

Prin urmare, sunt satisfăcute toate ipotezele teoremei de existenţă şi 
unicitate a unei funcţii reale de mai multe variabile reale definită implicit 
de ecuaţia (3.34), deci funcţia u = p(24, 72,..., £n) există şi este unică. m 


Exerciţiul 3.2.4 Să se găsească suprafaţa integrală a ecuaţiei cu derivate 
parțiale de ordinul întâi liniară şi neomogenă 


care trece prin curba 


Br = a, 
(0) : (3.35) 
2ayz = a° +2. 


Soluţie. Sistemul caracteristic corespunzător este 
dx dy dz 


adhe a 3.36 
a A (3.36) 


Considerând primele două rapoarte, obținem combinația integrabilă 
dr d 
de du _ 
T y 


0 


din care obținem integrala primă a sistemului xy = Co. 
Amplificând în sistemul (3.36) primul raport cu y, al doilea cu g şi ra- 
portul al treilea cu y, obţinem 


yd Tdy y dz 
2 2 gy2" 


(3.37) 
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Aceste trei rapoarte având acelaşi numitor, rezultă 


ydr —zdy y? dz 


1 1 1 


Folosind proprietățile rapoartelor egale, deducem 


ydr —rdy y dz _ ydæ — 2dy 


1 1 1 2 i 


ultima egalitate fiind o combinaţie integrabilă căci se poate scrie în forma 
z 


d (=) = d(2z). 

y 

Integrând ultima combinaţie integrabilă, obţinem a doua integrală primă 
a sistemului (3.36) 


Dap ei) 
y 


Integrala generală a ecuaţiei este funcţia z = z(x,y) definită implicit de 
ecuaţia F(x,y, z) = 0, unde 


T 
F(x,y, z) = (Co, C1) = (xy, 2z — 
Observăm cà integrala generală se mai poate scrie ca 


z= Š + fa, 
y 

unde f este o funcţie reală de variabilă reală, arbitrară. 

Ansamblul ecuațiilor celor două integrale prime formează ecuațiile unei 
curbe caracteristice (C) situată pe suprafaţa integrală (S). 

Suprafaţa integrală căutată (Sa) se obţine eliminând pe x,y,z în sis- 
temul format de ecuaţiile celor două integrale prime şi ecuațiile curbei (Ca). 
Efectuând această eliminare, rezultă: 


2 £ 1 
i Co 2y zy (Sa) Aee Ea 
şi deci (Sa) este o suprafaţă algebrică de ordinul al treilea. m 


Exerciţiul 3.2.5 Fie ecuaţia cu derivate parțiale de ordinul întâi cuasili- 


niară 
Oz Oz 
£ Fy = Z — £y. 
z 


O Oy 
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Să se determine soluția sa generală şi să se rezolve problema lui Cauchy 
cu condiţia inițială 


2 T 2= 2; 
z2,y)=1+y = 
z = 1+% 
; . TER f d d d ; ; 
Soluţie. Sistemul caracteristic asociat este SE ” Din primele 
T y z — zy 


z 
două rapoarte se obţine integrala primă — = Co. 
y 


Înmulţind primul raport cu y, al doilea cu z şi efectuând suma numă- 
rătorilor pe suma numitorilor, găsim un nou raport egal cu oricare din cele 
trei. Egalându-l cu primul raport, obţinem combinaţia integrabilă 


d(zy + 2) __ da 


TY +z £ 


z 
Integrând, obţinem a doua integrala primă y + = = Cl. 


Rezultă că soluţia generală este funcţia definită implicit de ecuaţia 
z z 
a y+“) =0, 


unde $ este o funcție arbitrară derivabilă şi cu derivate continue. 
Pentru rezolvarea problemei lui Cauchy trebuie să rezolvăm mai întâi 


sistemul 
2 2 
z = Co, zZz = Hisa) = wo(Co, C1), 
y 0 
Z =F 2 
Yt = Ci, y = Co = wı(Co, C1). 


Înlocuind pe y şi z în z = 1 + y? găsim relaţia care corespunde lui (3.34) 


2(Ci =) DEE 


Dacă se înlocuiesc Co şi C1 cu respectiv 


yY Z 
polz, y, z) a plz, y, z) a 
IX HA 


(2 +29) 


2x 
După eliminarea numitorului, observăm că din punct de vedere geometric 


soluția determinată reprezintă o suprafață algebrică de ordinul al treilea din 
care se scot intersecțiile acesteia cu planul Oyz. E 


deducem că soluția problemei lui Cauchy este funcţia z = 
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Exerciţiul 3.2.6 Să se determine suprafaţa integrală a ecuaţiei diferenţiale 
cu derivate parțiale de ordinul întâi cuasiliniară neomogenă 


Oz Oz 


care conţine dreapta (d) de ecuaţii z = y = z. 


Soluţie. Sistemul caracteristic asociat ecuaţiei diferenţiale date este 


d d d 
E La APE Pc dtp (3.38) 
y—-z 27 I—y 


căruia, trebuie să-i determinăm două integrale prime funcţional independen- 
te. Pentru aceasta, căutăm combinaţii integrabile ale rapoartelor egale. Se 
observă că acestea sunt egale cu încă două 


da dy dz _ dx+dy+dz  xdr+ydy+ zdz 


y—-z z-z T-Y 0 0 i 
obţinute efectuând suma numărătorilor pe suma numitorilor (penultimul 
raport) şi suma numărătorilor pe suma numitorilor celor trei rapoarte din 
(3.38), înmulţite în prealabil cu z, y şi respectiv z. 

Când într-o succesiune de rapoarte egale numitorul unui raport este zero, 
numărătorul acelui raport trebuie să fie, de asemenea, zero. Prin urmare, 


dx + dy + dz =0, xdr + ydy + zdz = 0. 


Din aceste egalităţi se obţin cele două integrale prime independente func- 
tional ale sistemului simetric (3.38) 


r+y+z=0, £ +y += O. (3.39) 


Geometric, prima integrală primă reprezintă un fascicol de plane paralele 
de normală N = i+j+ k, iar cea de a doua este o familie de sfere concentrice 
cu centrul în originea reperului. 

Soluția generală a sistemului simetric (3.38) este ansamblul celor două 
integrale prime care, din punct de vedere geometric, reprezintă o familie 
dublu parametrică de cercuri în spaţiu, care sunt curbele caracteristice. 

Pentru a determina suprafața integrală care conține dreapta (d), im- 
punem condiţia. ca sistemul format de ecuaţiile curbelor caracteristice şi e- 
cuaţiile dreptei să fie compatibil, ceea ce conduce la relația de compatibilitate 
C? — 302 =0. 

Înlocuind C1 şi C2 în relaţia de compatibilitate cu expresiile lor din 
(3.39) se găseşte că suprafaţa, integrală căutată este conul pătratic (eliptic) 
cu vârful în origine de ecuaţie z? + y? + 22 — zy — yz — zx = 0. m 
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Elemente de teoria 
câmpurilor 


4.1 Câmpuri scalare. Curbe şi suprafeţe de nivel 


Fie D C IR? un domeniu tridimensional, M(x,y,z) un punct oarecare din 
D şi f e F(D) o funcţie reală definită pe D. Valorile funcţiei f, scrise în 
forma f(M), sau în forma f(x) = f(x,y,z), unde x = (x,y,z) E€ D, sunt 
numere reale sau scalari. Astfel, funcţia f se mai numeşte şi funcție scalară. 


Definiţia 4.1.1 Funcţia scalară f € F(D), D C IR?, se numeşte câmp 
scalar tridimensional. 


Dacă domeniul D este bidimensional, deci D C IR?, sau D este o porţiune 
de suprafaţă mărginită, de o curbă în spaţiu, poziţia punctului M € D va fi 
determinată de doi parametri (coordonatele carteziene z şi y ale punctului 
din plan în primul caz, sau coordonatele curbilinii u şi v ale punctului situat 
pe o suprafaţă în cel de al doilea caz). După caz, vom scrie: f(M) = f(x,y); 
Î(M) = f(u,v). În ambele cazuri, funcţia scalară f € F(D) se numeşte 
câmp scalar bidimensional. 

În cele ce urmează vom presupune că funcţia f este continuă pe D şi 
admite derivate parţiale de orice ordin continue în D. 


Exemplul 4.1.1 Câmpul temperaturilor T = T(M) într-o regiune tridi- 


mensională sau bidimensională şi câmpul presiunilor p = p(M) într-un 
domeniu plan sau spaţial sunt exemple de câmpuri scalare. 
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Exemplul 4.1.2 Funcţia reală de două variabile reale 


2 2 
PRR fM)= fy 


este un câmp scalar bidimensional. 


Exemplul 4.1.3 Funcția reală de trei variabile reale 
PRR f(M)= fey) (4.2) 
este un câmp scalar definit în întreg spaţiu tridimensional. 
Fie câmpul scalar f(M), M € D C IR? şi Mo(zo, Yo, 20) € D, fixat. 


Definiția 4.1.2 Se numeşte suprafață de nivel care trece prin Mo a 
câmpului scalar tridimensional f(M), locul geometric So al punctelor M € 
D cu proprietatea 


FUM) = f(Mo) (4.3) 
sau, având în vedere coordonatele carteziene ale punctelor M şi Mọ, 
f(z,y,2) = f (£0, Yo, zo). (4.4) 


Deoarece My este un punct al suprafeței de nivel Sọ, ecuaţia acesteia 
este (4.3) sau (4.4). 


Observaţia 4.1.1 Prin orice punct Mo € D trece o suprafaţă de nivel a 
câmpului scalar tridimensional f € F(D), iar orice două suprafețe de nivel 
ale sale ori sunt identice, ori nu au nici un punct comun. 


Exemplul 4.1.4 Suprafeţele de nivel ale câmpului termic dintr-o regiune 
tridimensională sunt izotermele; cele ale câmpului presiunilor sunt izo- 
barele; suprafetele de nivel ale câmpului scalar (4.2) sunt sfere cu centrele 
în origine. 


Definiția 4.1.3 Prin curbă de nivel a câmpului scalar bidimensional f € 
F(D), D C R? (sau D C E, unde E este o suprafaţă), se înţelege locul 
geometric al punctelor M(x,y) € D (sau M(u,v) e D C 5) cu proprietatea 


f(x,y) = f(£0,y0) (f(u, v) = f(uo, vo)), (4.5) 


unde Mo(xo, yo), respectiv Mo(uo, vo), sunt puncte oarecare, dar fixate, din 
D. 
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Observaţia 4.1.2 Prin orice punct Mo E€ D trece câte o curbă de nivel şi 
oricare două asemenea curbe sau coincid, sau nu au puncte comune. 


Exemplul 4.1.5 Curbele de nivel ale câmpului scalar (4.1) sunt elipse omo- 
focale, cu centrul de simetrie în origine, care au axele de coordonate ca axe 


2 2 2 2 
de simetrie şi semiazele a| 2 + Jo gib 2 4 w, 
a b a 


O primă imagine a unui câmp scalar este dată de suprafețele (curbele) 
sale de nivel care arată modul cum sunt stratificate valorile câmpului, viteza 
de stratificare într-un punct fiind tocmai derivata după o direcție oarecare 
de versor s a câmpului în punctul considerat. 


4.2 Derivata după o direcţie şi gradientul unui 
câmp scalar 


Să considerăm câmpul scalar f € F(D), s un versor arbitrar şi, pentru 
fiecare punct x € D, definim funcţia, reală. g de variabila reală t 


g(t) = f(x+ts), tel, x+tseD, (4.6) 


I este un interval real. 
Evident, avem o infinitate de funcţii g (pentru fiecare x € D există 
o asemenea funcţie) şi pentru toate, avem g(0) = f(x). Funcţiile g sunt 
restricţiile funcţiei f la dreapta care trece prin x şi are direcția s. 
Presupunem că, pentru orice x € D, funcţia g corespunzătoare este 
derivabilă în t = 0. 


Definiţia 4.2.1 Spunem că funcţia f este derivabilă în D după direcţia 
s dacă funcţiile g, definite în (4.6), sunt derivabile în t = 0. 


Definiţia 4.2.2 Dacă f este derivabilă în D după direcţia s, numărul real 
g'(0) se numeşte derivata câmpului scalar f, după direcţia s, în punc- 


tul x e D. 


o SENTANT tc A : 
Notăm această derivată cu Ta), Prin urmare, 
s 


AE e ELO aa O) 


— 4. 
ds t—0 t—0 t—0 t ( 7) 
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d 
Definiția 4.2.3 Funcția H € F(D) ale cărei valori se determină după 
s 


legea (4.7), se numeşte derivata câmpului scalar f după direcția s. 


Observaţia 4.2.1 Fiind definite cu ajutorul derivatelor unei funcții reale 
de o variabilă reală, proprietățile derivatelor după o direcție ale câmpurilor 
scalare sunt aceleaşi ca acele ale derivatelor funcțiilor reale de o variabilă 
reală. 


In consecinţă, putem scrie (pentru simplificare, omitem variabila x): 


au ut da fo) = d Ir do E: 
Ch fa) Sr pi 

2 2 
Te, 


unde fi, fa şi f sunt câmpuri scalare derivabile în D după direcţia s, iar 
F(f) = F o f este compusa funcției f cu funcția F. 

Deorece am presupus că funcţia f care defineşte un câmp scalar are 
derivate parţiale continue în D, rezultă că f este diferențiabilă în D şi val- 
oarea în h = (hı, h2, h3) € IR? a diferenţialei funcției f în punctul x € D 
este 


df(x)(h) = df (x, h) = (Y f)(x) +h, (4.9) 
unde 
AE = Ewi- = (i + Éc) (4.10) 


este gradientul funcţiei f în punctul x € D. Între gradientul funcţiei f şi 
vectorul h se efectuează produsul scalar standard 


_ óf O: of 
db) = FE) m + G) ha + GC) ha: (4.11) 
l ; pO ea ; 
Operatorul diferențial V = i +j tk se numeşte operatorul lui 
Oz Oy Oz 


Hamilton sau operatorul nabla. 
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Pe de altă parte, se ştie că dacă f este diferenţiabilă în D, atunci f este 
derivabilă în D după orice direcţie şi derivata sa după direcţia s într-un 
punct x € D este valoarea în s a diferenţialei funcţiei f în punctul x. Prin 
urmare, 


(x) = df(x,s) = df )(s). (4.12) 
Din (4.9) şi (4.12) deducem 
Y ax) = (VA:s, (4.13) 


iar din (4.10) şi (4.13) rezultă 


Ta) = — (x) sı + a s2 + == (X) sa. (4.14) 

Fie P punctul din D al cărui vector de poziție este x + ts. Conform 
Observaţiei 4.1.1, prin punctul P trece o suprafață de nivel (S) a câmpului 
scalar f. Dreapta (d) care trece prin M şi are direcția s, intersectează su- 
prafaţa (S) în punctul P. Astfel, t este abscisa curbilinie a punctului P de 
pe dreapta (d) pe care M este originea elementului de arc. Dacă notăm cu 
t = L(M P) lungimea arcului MP, formula (4.7) se rescrie în forma 


df 


_ (P) — F(M) 
g Ea eme Sti A 


lim 4.15 
amP)=o0 (MP) 415) 
Pe(d) 
Considerăm acum că punctul P € (S) nu este pe dreapta (d) ci pe o 
curbă. netedă arbitrară I care trece prin M şi are versorul tangentei în M 
identic cu s. 


Definiţia 4.2.4 Se numeşte variaţie medie a câmpului scalar f, raportul 


FCP) — f(M) 
aE (4.16) 
unde P ET A(S) iar (MP) este abscisa curbilinie a punctului P. 


Teorema 4.2.1 Limita variației medii (4.16) a câmpului scalar f atunci 
când P tinde, pe curba T, la punctul M(x), este egală cu derivata în x după 
direcția s a câmpului scalar f. 
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Demonstraţie. Evaluarea diferenţei de la numărătorul variaţiei medii, 
conduce la 


f(P) — (WM) = (V f)(x): (OP — OM) +e- (OP — OM), (4.17) 
unde e este o funcţie vectorială de variabilă vectorială cu proprietatea 


lim e=0, (4.18) 
P—M 
cu menţiunea că punctul P, în acest proces de trecere la limită, se află pe 
curba r. 
Dacă împărţim (4.17) prin (M P), trecem la limită pentru P — M ceea 
ce este echivalent cu ((MP) — 0, ţinem cont de (4.18), (4.14) şi de rezultatul 


li OP — OM i 

ÎN = 

«mP)>0 (MP) 4 
Per 


din geometria diferenţială, se deduce 


li = 4.19 
«Pj>o AMP) aa 19) 
PeT 
ceea ce demonstrează teorema. E 


Observaţia 4.2.2 Relaţia (4.19) se poate lua ca definiție pentru derivata 
după direcția s a câmpului scalar f în punctul x € D. 


Ne propunem să determinăm acea direcție a spaţiului după care derivata 
câmpului scalar f în punctul x este maximă. 

Ținând cont că produsul scalar a doi vectori din IR? este egal cu produsul 
dintre normele vectorilor şi cosinusul unghiului 6 dintre ei şi că ||s|| = 1, din 
(4.13) deducem 

dj 
qs © = ICAI: cos 8. (4.20) 

Din (4.20) se vede că derivata este maximă când 0 = 0, adică atunci 

când versorul s este versorul n(x) al vectorului (V f)(x), 


n(x) = AYDA (4.21) 


IVAI 


Pentru a demonstra o proprietate remarcabilă a versorului (4.21) să pre- 
supunem că M este fixat şi notat cu Mo şi că vectorul său de poziție este 
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Xo = (z0, Y0, 20). Fie yo C (So) o curbă netedă arbitrară care trece prin 
Mo şi care are tangenta to în Mo. Dacă x = y(t), y = y(t), z = x(t) sunt 
ecuaţiile parametrice ale curbei yo şi punctul Mo corespunde lui to pe curba 
yo, atunci 

dy 


E dp : . dx 
to = q (to) i+ de (bi + ap (0) k. (4.22) 


Cum curba y este situată. pe (So), unde (So) este suprafaţa de nivel care 
trece prin Mo de ecuaţie f(x,y,z) = f(£o, Yo, 20), avem 


Felt), p(t), x(t)) = f (zo, Yo, 20). (4.23) 

Dacă derivăm (4.23) ca o funcţie compusă şi considerăm t = to, deducem 
of dp ðf dy ðf dX n 

az 0 q (to) + a e (to) ag g (%0) e (to) = 0. (4.24) 


Din (4.10), (4.21), (4.22) şi (4.24), obţinem 
n(xo) : to = 0, 


care demonstrează că n(xo) este ortogonal tuturor tangentelor la respectiv 
toate curbele yọ C (So) care trec prin Mo. Cum locul geometric al acestor 
tangente este planul tangent în Mo la suprafaţa (So), rezultă că n(xo) este 
versorul normalei în Mo la suprafaţa de nivel (So). Sensul versorului n(x0) 
este spre acea parte a spaţiului în care f(x,y,z) > f(£o0, Yo, 20). Asadar: 


Teorema 4.2.2 Derivata câmpului scalar f după direcția s în punctul xo 
este mazimă după direcţia versorului n(x0) a normalei în Mo la suprafaţa de 
nivel (So) care trece prin Mo, sensul normalei fiind sensul creşterii valorilor 
câmpului scalar f. 


Revenind la un punct arbitrar x € D, obţinem că derivata după direcţia 
normalei n(x) în punctul M la suprafaţa de nivel care trece prin M are 
expresia, 


T a) = (VAE al). (4.25) 
Cu ajutorul lui (4.21), din (4.25) deducem 
L o = YAI: (4.26) 


Cum gradientul câmpului scalar f în punctul x este coliniar gi de acelaşi 
sens cu n(x), din (4.26) obţinem 


(VAE) = p 0). (4.27) 
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Să mai observăm că folosind (4.20) şi (4.25) putem scrie 


La) = L cos 0, (4.28) 
unde 0 este unghiul dintre versorii s şi n. 

Formula (4.28) dă legătura între derivata după un versor oarecare s şi 
derivata după direcția normalei în punctul M la suprafața de nivel care trece 
prin M, ocazie cu care reîntâlnim concluzia Teoremei 4.2.2. 

Din (4.27) deducem că regulile de calcul pentru gradient sunt aceleaşi cu 
regulile de calcul ale derivatei după o direcţie. Dacă avem în vedere (4.8) şi 
renunţăm la, scrierea. variabilei vectoriale x, se pot scrie relaţiile: 


V(ip+ pub) =AVpruVvy; 
V(py) = yVp+ pVy; 


Ve- V 
v(2)-* r (a 


VFr(p) = F'(p)Ve. 


(4.29) 


Mai precizăm că pentru gradientul câmpului scalar y se folosoşte şi no- 
tatia grad ọ. 


Exerciţiul 4.2.1 Se dă câmpul scalar 
a 
plz, yY, z) = TS 
unde 


a=2i+j-k, r=ri+yj+zk, r= vyr? +y? + z2. 


Să se calculeze unghiul dintre vectorii (VYp)(A) şi (VYp)(B), unde A şi 
B sunt puncte de coordonate A(2,1,1) şi B(0,1,—1). 


Soluţie. Dacă aplicăm regulile de calcul (4.29), găsim că gradientul câm- 
pului scalar y în punctul oarecare M(x,y,z), diferit de originea reperului 
Ozyz, este 


. 1 
(VoM) = -227 r+ za 
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1 1 
de unde rezultă (Vp)(4) = Se k +7k) şi (Vy)(B) = Qi —j+k). 
Cum cosinusul unghiului 6 dintre doi vectori este raportul dintre produsul 
scalar al lor şi produsul normelor acestora, obţinem 


cos = VAA: (VB) 5 


IVAN va BI 9 


Semnul minus dovedeşte că unghiul dintre cei doi gradienţi este obtuz.m 


Exerciţiul 4.2.2 Fie câmpul scalar (x,y,z) = (a - r)? + (a x r)?, unde 
r = xi + yj + zk este vectorul de poziţie al punctului M(x,y,z), iar a este 
un versor constant. 

a) Să se determine suprafaţa de nivel care trece prin Mo(1,2,3). 

b) Să se calculeze derivata câmpului scalar p după direcţia de parametri 
directori (2, —1,2) în punctul Mo. 
Soluţie. Deoarece (a - r)? = a?r? cos? 0 şi (a x r)? = a?r? sin? 0, iar a? = 1, 
deducem că valorile câmpului scalar sunt (£, y, 2) = r? = z? + y? + 22. 

a) Suprafața de nivel care trece prin Mo(1,2,3) este z? + y? +2? = 14, 
adică sfera de rază R = v14 şi cu centrul în origine. 

b) Versorul s al vectorului v de parametri directori (2, —1, 2) este 


v 2, li 
g= = 1 E 
lv] 73' 33 


Gradientul câmpului scalar y în punctul Mo este 
(Vp)(M) = (grad p) (x, y, z) = 2xi + 2yj + 22k, 


de unde 
(Vo)(Mo) = (grad p)(1,2,3) = 2(i + 2j + 3k). 


Derivata funcţiei p în punctul Mo după direcția s este 


940) =(70) (010) s = 2(i+2j+3k) -EQi—j+2k) = Ž(2-2+6) =4. 


Rezultă că unghiul 0 dintre vectorii (Vg)(Mo) si s este ascuţit. E 
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4.3 Câmpuri vectoriale. Linii şi suprafeţe de câmp 


Definiţia 4.3.1 Se numeşte câmp vectorial o funcţie vectorială de vari- 
abilă vectorială definită pe un domeniu D C RÈ. 


Funcţia vectorială v care defineşte un câmp vectorial pe D C IR? se 
poate scrie în una din formele: 


pe v=v(r); v=v(x); v=v(zx,y,z), (4.30) 


unde r este vectorul de poziție al punctului P € D, care, în reperul R = 
{0;i, j,k}, are expresia analitică 


r=0P=wi+yj izk, (4.31) 


unde O este originea reperului, iar {i,j,k} este o bază ortonormată în RS. 
Notând 
v = v i+ v2j + vsk, (4.32) 


unde Um = Vm(£, yY, z), Mm = 1,2,3, observăm că studiul unei funcţii vecto- 
riale de trei variabile reale (sau de variabilă vectorială), adică a unui câmp 
vectorial, se reduce la studiul a trei funcții reale de trei variabile reale (a 
trei câmpuri scalare tridimensionale). 

În cele ce urmează, vom presupune că funcția vectorială care defineşte 
un câmp vectorial pe domeniul tridimensional D este continuă, are derivate 
parțiale continue în D care nu se anulează în nici un punct din D. 


Definiția 4.3.2 Se numeşte linie de câmp în D a câmpului vectorial 
v, o curbă strâmbă (L) C D cu proprietatea că tangenta în fiecare punct 
P € (L) are ca vector director pe v(P). 


Cum un alt vector director al tangentei în punctul P(x,y, z) € (L) este 
diferenţiala. vectorului de poziţie (4.31) 


dr = dxi + dyj + dyk (4.33) 
avem cà v şi dr sunt vectori directori ai aceleiaşi drepte, adică ei sunt coli- 
niari. 

In concluzie, coordonatele acestor doi vectori directori trebuie să fie 
proporţionale şi deci 
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Definiţia 4.3.3 Sistemul simetric (4.34) se numeşte sistemul diferenţial 
al liniilor de câmp în D a câmpului vectorial v = (v1, v2, v3) € F(D, R5). 


Observaţia 4.3.1 În baza teoremei de existentă şi unicitate a soluţiei unui 
sistem simetric, rezultă că prin orice punct al domeniului D trece câte o 
singură linie de câmp a câmpului vectorial v = (v1,v2,v3) € F(D, IR?). 


Definiţia 4.3.4 Se numeşte suprafaţă de câmp a unui câmp vectorial, 
orice suprafaţă generată de o linie de câmp a acelui câmp vectorial. 


Teorema 4.3.1 Condiţia necesară şi suficientă ca o suprafaţă (S) să fie 
suprafaţă de câmp a câmpului vectorial v € F(D, IR?) este ca vectorul v(P) 
să fie conținut în planul tangent la suprafaţa (S) în punctul P e (S). 


Demonstraţie. Necesitatea. O linie de câmp (G) a câmpului vectorial v 
este ansamblul a două integrale prime independente funcţional ale sistemului 


simetric (4.34) 
ypi(z,y,2) = Ci 
(G) (4.35) 


palz, yY, z) C2, 

unde Y1, Y2 sunt două integrale prime independente funcţional, ceea ce se 
traduce prin condiția 

D(41, Y2) 2 D(4%1, %2) 2 D(4p1, %2) E 

LE) + a 20, 

( D(y, z) ) ( ) ( D(z, y) ) 
Se ştie apoi că, pentru ca (G) din (4.35) să genereze o suprafaţă, para- 

metrii C1 şi Co trebuie să fie legaţi printr-o relaţie de forma 


D(z, £) 


(Cı, C2) =0, (4.36) 


numită relație de condiție şi că, suprafața de câmp corespunzătoare condi- 
tiei (4.36) se obţine eliminând constantele arbitrare C1 şi C2 între (4.35) şi 
(4.36). Obţinem 

(y(x, y, 2), j2(z,y,2)) = 0, (4.37) 


deci o ecuație de forma 
(S): F(z,y,z)=0 (4.38) 


în care recunoaştem ecuația carteziană implicită a unei suprafețe (S). În 
plus, în orice punct P € (S), vectorul v(P) este tangent suprafeței de ecua- 
tie (4.37) şi deci conţinut în planul tangent în P la suprafaţa (S) deoarece 
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v(P) este tangent la linia de câmp care trece prin P şi generează suprafaţa 
(S). 
Suficienţa. Trebuie să arătăm că orice suprafaţă (S) de ecuaţie (4.38) cu 
proprietatea că v(P) este conţinut în planul tangent în punctul P la (S) 
este generată, de liniile de câmp ale câmpului vectorial v. 

Ecuatia (4.38) poate fi considerată ca o suprafaţă de nivel a câmpului 
scalar F. 

Se ştie că un vector coliniar şi de acelaşi sens cu sensul de creştere al 
funcţiei F în punctul P(x,y, z) € (S) este 


OF OF OF 
(VF)(z,y, 2) = =— (x,y, 2)i + ——(2,y,2)j + = (z,y,z)k. (4.39) 
Oz Oy Oz 


Deoarece vectorul (4.39) este ortogonal vectorului v(P) conţinut în pla- 
nul tangent în P la suprafaţa (S),rezultă că produsul lor scalar este nul, 
deci 


Or Or 
v (7, Y, 2) gz © Y, z) F v(7, Y, DE Y, z)+ 
(4.40) 


OP 
+vs(z, Y, z) gz © Y, z) E 0, 


ceea ce arată că functia F(x,y, 2) din (4.38) verifică o ecuaţie diferenţială cu 
derivate parţiale de ordinul întâi omogenă. Dar orice soluţie a ecuaţiei dife- 
renţiale (4.40) este generată de curbele integrale ale sistemului caracteristic 
asociat, adică de (4.34), iar curbele caracteristice ale sale sunt liniile de câmp 
ale câmpului vectorial v € F(D, IR?). Teorema este demonstrată. E 


Definiţia 4.3.5 Câmpul vectorial v € F(D, IR?) se numeşte biscalar dacă 
ezistă funcția scalară derivabilă p € F(D) şi funcția diferenţiabilă F € 
F(D), astfel încât să avem 


v = ygrad F = pVF. (4.41) 
Derivata după o direcţie s a unui câmp vectorial v € F(D, IR?) într-un 
punct x € D se defineşte la fel ca la câmpurile scalare 


aR ia v(x + ts) — v(x) 
ds t—0 t 


(4.42) 


Dacă funcția v are derivate parțiale de ordinul întâi continue, existența 
limitei (4.42) este asigurată şi 


dv __dui duz Ga du3 
po ds (i ds (j+ ds 


(x)k. (4.43) 
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Dacă se ţine cont de (4.14), (4.43) devine 


dv Ov Ov ðv 
g =s] z” + s2 a + s3 g (4.44) 


Relatia (4.44) constituie expresia carteziană a derivatei câmpului vecto- 
rial v, în punctul x € D, după direcţia de versor s = (s1, s2, 53), expresie 
care se mai poate scrie în forma 


dv O O O 
—(x) = 4.4 
ds (x) (sı Oz G Oy tss aN (aa 
o o f 
Deoarece operatorul sı + 8 H sa poate fi interpretat formal ca 
Oz Oy 02 


produsul scalar dintre s şi operatorul vectorial V, se poate adopta convenţia 
de scriere 


s:V=s (4.46) 


dz 
ð Oy * Əz 


Cu această convenţie şi cu renunţarea la menţionarea variabilei x, for- 


mula de calcul (4.45) ia forma 


dv 
d > (6: V)v. (4.47) 


Exerciţiul 4.3.1 Să se determine derivata câmpului vectorial v definit prin 


+ 82 
£ 


v(z,y,z) = xry i+ 22yj + z(z? + y?)k 


după direcția de parametri directori (1,3, —1). Care este locul geometric al 
punctelor din spațiu pentru care derivata după direcția s este normală vec- 
torului v = (1,1,1)? 


Soluţie. Să calculăm versorul direcției menționate. Fiindcă norma vec- 
torului v este |v|| = yv -v = v11, rezultă că versorul direcţiei după care 


trebuie să derivăm este s = v= (i+ 3j- k). 
Ivo vii 
Folosind (4.47), găsim 
dv 1 


= [02 + 6xy)i + (22y + 32?)j + (22 + 6yz — 2? — y?)k]. 


ds VII 
Pentru a determina locul geometric cerut, impunem condiția de ortogo- 
dv 
nalitate T -v = 0 şi obţinem ecuatia z? + 4ry + gzz + 3xz = 0 ce reprezintă 


ecuația unei cuadrice (suprafață algebrică de ordinul al doilea). 
Analizând invarianţii acestei cuadrice constatăm că locul geometric este 
un con pătratic cu vârful în origine. L 


116 


Ion Crăciun 


Exerciţiul 4.3.2 Să se determine liniile de câmp ale câmpurilor vectoriale: 


10. v(z,y,z) = si+yj+ (z+ Mau + 22); 
20. v(z,y,z) = (ay —222)i+ (Ara — 2) + (vz — 222)k; 
3. v(z,y,2) = (zz—yir (yz-— zx)j+ (22 —1k,; 
40. v(z,y,2) = (+ pi (y - z)j— 22k. 
Soluţie. Liniile de câmp sunt curbele integrale ale respectiv sistemelor 
simetrice: 
y z+ VT? +y? tz? 
SE e E. 2 ine 
zy — 222 4rz — y? yz — 2x2 
N. S E Ae 
zrz— y yz- r z2 — 1’ 
0 da _ dy îi dz 
pr ya —22 


Se obţin combinaţiile integrabile: 


d d 
19. EEG xdg + ydy + (z — V £? + y? + 2?)dz = 0; 
T y 
20. ydz+ zdy + 2zdz = 0, 2xdxz + zdy + ydz = 0; 
30 dx — dy __ dz xdr — ydy _ dz | 
` (x-y (1+z) 2-1 (£2 = y2)z z2 -1 
40 zdz + ydy _ dz dy y- 
i r2? +y? —92) dr y+ 


care conduc respectiv la integralele prime: 


w aG z— Va? gi Z = Co 
20. 22+ gy = C), z? +yz = O; 

£— Yy z +Y 
30, Ci, = 03; 

zap z+1 ” 


40. (£? +y?) =C, ln(x? +y?) + 2arctg d = Ca. 
z 
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Curbele integrale ale sistemelor simetrice de mai sus sunt: 


Y 2 2 = 
0. - = C | z. z< +ry = C | 
z- VEZI + = O m+yz = O 
t—-y 
al 27 Cl (27 + 1pP)z = Cu 
80, ; 40. Y 
rty © In (£x? +y?) + 2arctg = Co. 
z+1 g 


Primul câmp vectorial are liniile de câmp la intersecţia planelor y = Cix 
cu paraboloizii de rotaţie în jurul axei Oz de ecuaţie z— y £2 + y2 + z2 = C9. 
De menţionat că fiecare plan al familiei y = Cix nu trebuie să conţină 
dreapta de intersecţie a acestuia cu planul Oyz. 

Liniile de câmp al celui de al doilea câmp vectorial se găsesc la intersecţia 
hiperboloizilor z? + zy = C1 şi £? + yz = Ca. 

Al treilea câmp vectorial are liniile de câmp drepte rezultate din inter- 
secția familiilor de plane z — y = C1 (z — 1) şi x +y = Ca(2+ 1). Din fiecare 
astfel de dreaptă se scot punctele de cote —1 şi 1. 

Curbele de intersecţie ale suprafetelor de rotaţie în jurul axei Oz de e- 


C 
——— şi suprafețele cilindrice cu generatoarele paralele cu axa 
y 


cuaţii z = 
r? + 


Oz de ecuaţii In (22 + y2) + 2arctg Tz Ch reprezintă liniile de câmp ale 
z 


ultimului câmp vectorial. m 


Exerciţiul 4.3.3 Să se determine suprafeţele de câmp ale câmpurilor vec- 
toriale de mai jos care trec prin curbele (T) specificate alăturat 


x = 2y, 
1. v(x, y, z) = ry i+ pi (2? +y’ )zk, (T): | 
z= l, 


2. v(x,y,z)=zi+yj+(z-z°-y°+1)k, (T): 


a 
| 
e 


4. v(z,y,z)=xzi+yj+ (z-— z°siny)k, (T): 


x 
| 
> 


wE En 
3. v(z,y,z) = zzi +yzj+ (2z? +y? +2°)k, ml 
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Soluţie. Sistemele diferenţiale ale liniilor de câmp sunt: 


ea d 
-a N y i 
2 dz dy dz l 
i pp dor 
dz dy dz 
g ea Oe sasa 
rz yz L? +y + 22 
dx dy dz 
4. = = — 
z y z — x? sinh y 


1. O combinaţie integrabilă a primului sistem simetric este dată de primele 
două rapoarte egale care, după simplificare cu z?y?, conduce la rdz—ydy = 0 
şi din care se obţine integrala primă z? — y? = Cl. 
O a doua combinaţie integrabilă se obține scriind 
de dy dz 
so Y _ z 
y2 z2? rty 
Dacă ultimul raport îl egalăm cu suma primelor două, după simplificarea 
cu z? + y2, obţinem combinaţia integrabilă 
de „dy _ dz 


a y z 
care furnizează a doua integrală primă independentă 
z 
— = C2. 
TY 
Atunci, generatoarele (G) ale suprafeţei de câmp au ecuaţiile 
r? e y? = Ci 
z 
zY 
Dar, generatoarele (G) trebuie să se sprijine pe curba directoare T. 
Pentru aceasta, sistemul format de ecuaţiile lor 


= GQ. 


pp = CĂ 
E =y fh 
Ty 

= 2y, 
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trebuie să fie compatibil. Fiind un sistem de patru ecuaţii cu trei necunos- 
cute x,y şi z, el va fi compatibil numai dacă constantele C1, C2 satisfac 
relaţia. de condiţie 
20,02 = 3. 

Înlocuind pe C1 şi Co din integralele prime găsim că suprafaţa de câmp 

are ecuaţia, carteziană explicită 
3zy 
z= —s r. 

2(x? — y?) 


2. O integrală primă se vede imediat şi anume 
z 
EG 
y 


şi se obţine integrând primele două rapoarte egale. Înmulţind primele două 
rapoarte cu x, respectiv y şi adunându-le, obţinem un nou raport egal cu 
primele trei. Un al cincilea raport egal cu primele patru se obţine adunând 
al treilea raport cu al patrulea. Combinația obţinută prin egalarea ultimilor 
două rapoarte 

d(a2 +y?) da +y’) + dz 


2(x? + y?) z+1 
este integrabilă şi, după efectuarea notaţiei t = x? + y?, se obţine ecuaţia 
diferențială de ordinul întâi liniară şi neomogenă 
dz 1 l-t 
p Aam 
dt 2t 2t 
a càrei soluție generală este 


PA Co v't —l-—t. 
Revenind la notație, constatăm că cea de a doua integrală primă este 
z+1+2 +y? 
aN 


Suprafața de câmp se obține rezolvând sistemul 


1 2 2 
z+tl+z +y C, 

V T2 + y2 

L—z = a? 


r +y = @-—l. 
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Acest, sistem este compatibil dacă, şi numai dacă este satisfăcută relaţia de 


condiţie 
Ci = Co4/1+ (e. 


Înlocuind pe C1 şi C2 găsim că suprafaţa de câmp are ecuaţia 
z= 02 -y +r-l. 


3. O integrală primă este ae C1. Înmulţim primul raport cu z, al doilea cu 

y, alcătuim din acestea un nou raport egal cu celelalte ce are la numărător 

suma numărătorilor celor două rapoarte modificate şi la numitor suma nu- 

mitorilor aceloraşi rapoarte şi obţinem în acest fel combinaţia integrabilă 
d(x? + y?) dz 


2z(x2 + y2) i: L2 + y2 + 22 


Cu notația t = x? + y?, combinaţia integrabilă se reduce la ecuaţia dife- 


rențială Bernoulli 
dz 1 11 


di W 2z 
Substituția z? = u reduce această ecuaţie la ecuaţia diferenţială liniară 


rood 
u——u=l 
t 
care are soluţia generală u = t Co + t lnt. 
Revenind la vechile variabile, găsim că cea de a doua integrală primă 


este 


a a e + y?) 
xr? +y? 

Pentru a determina suprafaţa de câmp trebuie să găsim suprafața ge- 
nerată de curbele integrale ale sistemului simetric al liniilor de câmp care 
trebuie să se sprijine pe curba T. Se procedează ca la celelalte exerciţii, se 
găseşte relaţia, de condiţie 


= Ca. 


de unde, eliminând constantele arbitrare cu ajutorul integralelor prime, de- 
ducem că suprafaţa, de câmp are ecuaţia 


2_ 4 2 2 
z = ara +y^)lnz. 
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4. Integralele prime ale sistemului simetric al liniilor de câmp sunt 
z Zoo T 
— = C1, —— —cosy = Co 
y II y 


şi ansamblul acestora reprezintă ecuațiile liniilor de câmp. 
Relația de condiţie este C1C2+cos C1 = 0, de unde deducem că suprafaţa 
de câmp care trece prin curba I are ecuația carteziană explicită 


x2 


z = — COS y — y Cos Ty. 
y 


4.4 Integrale cu vectori şi câmpuri scalare 


Sub această denumire se înțeleg diverse tipuri de integrale (definite sau Rie- 
mann, curbilinii, de suprafaţă, duble şi triple) al căror integrant conțin 
câmpuri vectoriale sau câmpuri scalare. Vom considera câmpuri vectori- 
ale de forma v = (v1, v2,03) E€ F(D, IR?) sau de forma w = (w1, w2, w3) € 
F(D, R5), unde D C IR? este un domeniu şi câmpuri scalare de forma p € 
F(D), toate satisfăcând condiţiile cerute astfel încât integralele menţionate 
mai sus să aibă sens. Vom prezenta pe scurt aceste tipuri de integrale. 


4.4.1 Integrale curbilinii 


Fie AB un arc de curbă în domeniul D care satisface condiţiile de regulari- 
tate până la ordinul care va fi necesar. 

Integrala curbilinie pe curba AB a unui câmp vectorial v(P) sau a câm- 
pului scalar p(P) este una din următoarele: 


| vai J v x dr; I p dr, (4.48) 
AB AB AB 


unde dr = dzi + dyj + dzk este diferenţiala vectorului de poziţie r = 
zi+yj+zk. 

Având în vedere expresiile analitice ale produselor de vectori, integralele 
curbilinii menţionate în (4.48) se exprimă după cum urmează: 


K v-dr= f vı dz + vo dy + v3 dz; (4.49) 
AB AB 
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f vxdr=i | vadz = wdy +i | de = vidz+k f vı dy — v2 dz; 
AB AB AB AB 


f ele =i | oanzdeti f pls zu k | oley zd 
AB AB AB AB 


Integralele curbilinii care apar în membrul al doilea în oricare din relațiile 
de mai sus au forma generală 


1= | P(æ,y,z)dz + Qe, y, 2)dy + R(z,y, 2)dz. 
AB 


La studiul integralelor curbilinii de speța a doua s-a specificat faptul că 
dacă v € F(D, IR?) reprezintă un câmp de forțe pe D, integrala curbilinie 
(4.49) este lucrul mecanic al forței v(P) când punctul P parcurge arcul AB. 

Integrala curbilinie (4.49) se mai numeşte integrală de linie a vectorului 
v(P). Integrala de linie pe curbă închisă (0), parcursă o singură dată, se 
numeşte circulaţia vectorului v(P) pe curba (C). 

Integralele de linie au următoarele proprietăţi: 


| Ov+uw) =a f ver f w- dr; 
AB AB AB 


| vaf vdt f v-dr, P € (AB), APU PB = AB; 
AB AP PB 


P v-ar] f voal | vhs < m | ds = M - L; 
AB AB AB AB 


f v(x, y, z): dr = (v . 2 (£0, Yo, 20): L, (4.50) 
AB ds 


unde: A şi u sunt scalari arbitrari; L este lungimea arcului AB; M este 
valoarea maximă a normei vectorului v(P) pe arcul (AB); Q(zo, yo, 20) este 
un punct determinat pe arcul de curbă (AB). 

Proprietatea. (4.50) este o teoremă de medie analoagă primei teoreme de 
medie de la integrala definită. 

Celelalte tipuri de integrale curbilinii din (4.48) au proprietăţi similare. 

Fie câmpul vectorial continuu v € C(D, IR). 


Definiţia 4.4.1 Integrala curbilinie I = J v- dr se numeşte indepen- 
C 


dentă de drum pe domeniul D C IR? dacă oricare ar fi punctele Mı, M2 € 


Capitolul 4 — Elemente de teoria câmpurilor 123 


D şi oricare ar fi arcele de curbă (MaM2) şi (MBM2), ambele incluse în 
D şi cu sensurile de parcurs de la Mı către Mə, avem 


f v - dr = J v- dr. 
Mi aMo> MB8Mo 


Teorema 4.4.1 Integrala curbilinie I = I v-dr este independentă de drum 


C 
pe D dacă şi numai dacă I = 0 oricare ar fi curba închisă netedă sau netedă 
pe porţiuni (C) C D. 


Demonstraţie. Dacă Mı, Mə € D sunt puncte arbitrare şi (Mı& Mə) C 
D, (Mı6Mə) C D sunt arce arbitrare, netede pe porțiuni, atunci curba 
(MiıaM8Mı) este închisă şi netedă pe porţiuni şi, reciproc, fiind dată o 
curbă orientată închisă, netedă pe porţiuni, (C) C D şi Mı, M2 E€ (C) două 
puncte alese arbitrar, curba O se prezintă ca o juxtapunere de două arce 
netede pe porţiuni. Din aceste afirmaţii şi Definiţia 4.4.1 rezultă concluzia 
teoremei. E 


4.4.2 Integrale de suprafață 


Domeniul pe care se efectuează integrarea este o porțiune de suprafată (X) 
de ecuație vectorială 


(5): r=r(u,v), (u,v) E€ (AU) c R?, (4.51) 


unde A este un domeniu plan iar frontiera acestuia y este o curbă netedă, 
închisă. Fie (C) frontiera suprafeței (£). Această curbă este corespunzătoa- 
rea prin transformarea (4.51) a curbei închise y. 

Presupunem că suprafaţa (5) este netedă. Prin urmare, există şi sunt 
continue pe A derivatele parțiale 


Tu(u, v) = Z u,v), To(u,v) = Tu, v), (u, v) E A, 


care satisfac condiţia de regularitate ru(u, v) x rẹ(u, v) Æ 0. 
In aceste condiții, funcția 


rulu, v) X rolu, v) 


= = mi + noj + ngk 
|ru(u, v) x ro(u, v)|| 


n(u, v) 


este versorul normalei în punctul M € (5) corespunzător punctului (u, v) € 
A, iar n1, n2,n3 sunt cosinusurile directoare ale acestui versor. 
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După acelaşi criteriu ca şi la integrale curbilinii, introducem următoarele 
integrale de suprafaţă, de speța întâi: 


J| nas: J| ax ma: J| nao, (4.52) 
(©) (>) (©) 


unde do este elementul de arie al suprafeţei (5). 
In cazul când suprafaţa, este dată prin ecuaţia vectorială (4.51), expresia 
elementului de arie do este 


do = Elu, v)G(u, v) — F? (u, v) dudv, 
unde E(u, v), F(u, v) si G(u, v) sunt coeficienţii lui Gauss: 
E(u, v) = r? (u,v); F(u, v) = Tu(u, v) i ry(u, v); F(u, v) => re(u,v). 


Integralele de suprafaţă cu vectori din (4.52) se calculează după cum 
urmează: 


I (n: w)do -]] (nau + now + n3w3)v EG — F? dudv; 
(5) A 


I (n x w)do =i I (n2w3 — n3w2)do+ 
(3) (3) 
+j nE ngwı — nıw3)do + k Ji niw — ngzw3)do; 


(5) 


Ta oi a) ta 0 apa (4.54) 


Integralele din membrul doi al egalităţilor (4.53) şi VA se reduc la integrale 
duble pe A conform formulei de calcul a unei integrale de suprafaţă de speța 
întâi. 


(4.53) 


Definiţia 4.4.2 O expresie de forma (n : w)do se numeşte flux elemen- 
tar al câmpului vectorial w prin elementul de suprafață orientat ndo, iar 
integrala de suprafată de speța întâi I (n-w)do se numeşte fluxul total 


£ 
al câmpului w prin suprafața (X). 
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Proprietăţile integralelor de suprafaţă (4.52) sunt analoage celor prezen- 
tate pentru integrale curbilinii. Prin urmare, avem 


|» (Av + uw) iii Anu (4.55) 


Ata = TO J| n-a; (4.56) 
i (n- w)ao| < |f In: w)|do < || |wldo < M ff do =M As; (4.57) 


(5) (5) (5) 


J n: wdo = (n: w)(zo0, yo, 20) Ax, (4.58) 
(5) 
unde: A şi u sunt scalari arbitrari; X1 şi Xə sunt submulţimi ale suprafeţei 
X pentru care X1 UX = X, X1 NO Xə =; Ax este aria suprafeţei (5); M este 
valoarea maximă a normei vectorului w(P) pe suprafaţa (£); Q(20, Y0, 20) 
este un punct determinat al suprafeţei X. 


Proprietatea (4.58) este o teoremă de medie analoagă primei teoreme de 
medie din teoria, integralelor definite. 
Celelalte integrale de suprafaţă din (4.52) au proprietăţi asemănătoare 
celor prezentate în (4.55) — (4.57). 
Este posibil ca suprafaţa netedă (5) să fie reprezentată cartezian explicit 
prin ecuaţia 
(5): z= f(y), (x,y) € Dc RP, (4.59) 


caz în care elementul de arie do al suprafeţei are forma 


do = 4/1 + p? + q2dady, 
unde 5 P 
Z z 
p=plz,y) = 59) a = al) = gy OY) 
iar versorul normalei n la fața superioară a suprafeței are expresia analiticà 


p : q ; 1 
n = i j+ k. 4.60 
VI+ +g  Vl+p2+ 2 V1 +p + q2 (s60) 
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În cazul menţionat de (4.59) şi (4.60), reducerea unei integrale de su- 
prafaţă J p(z,y, 2) do la o integrală dublă se face cu ajutorul formulei de 
(3) 


J p(z, y, z) do s plx, y, f(z, y) /1 + p° + g drdy. (4.61) 
©) D 


Folosind (4.59) — (4.61) se pot transpune cu uşurinţă toate rezultatele 
stabilite în cazul când suprafaţa. (X) este dată prin ecuaţia vectorială (4.51). 
Pentru aceasta trebuie efectuată schimbarea de variabile x = z(u,v), y = 
y(u, v) în integrala dublă (4.61). 

Afirmaţii asemănătoare au loc şi atunci când suprafaţa (5) este dată 
implicit printr-o ecuaţie de forma F(x,y, z) = 0. Astfel, 


calcul 


OF OF 

_ __ Oa _ y 
p oF’ q oF’ 
Oz Oz 


iar versorul normalei la suprafaţa (5) în punctul P(x,y, z) € (©) este 


(VF) (a, y,2) 


n(P) = ISP, 


4.4.3 Integrale triple (de volum) 


Fie Q C IR? un domeniu carabil, deci o mulţime care are volum. Elementul 
de volum, notat cu dw, are expresia dw = dxdydz. 
Integralele de volum sau triple care ne vor interesa sunt: 


J|] va Tea (4.62) 


Prima din integralele (4.62) a fost studiată arătându-se că, în anumite 
ipoteze asupra domeniului Q, ea se reduce la o iteraţie de integrale sim- 
ple. De exemplu, dacă Q este un domeniu simplu în raport cu axa Oz iar 
proiecția sa pe planul rOy este un domeniu simplu în raport cu axa Oy, 
atunci 


Q = {(x,y, 2) € R’ļa < x < b y(x) < y < y(x), z(x,y) < z < z(x,y) }. 
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Astfel, 


b ya (2) za(x,y) 
I p dw z de | du | p(z, y, 2) dz. 
5 a yı (2) zı(z,y) 


A doua integrală (4.62) se reduce la calculul a trei integrale de tipul celei 
precedente, 


JSE eE E |] aca 


fiecăreia, din integralele membrului drept urmând să i se aplice o formulă de 
calcul. 
Prezentăm, fără demonstrație, unele proprietăți ale integralelor triple: 


T tă ta 
|| tota 1) tai T 
pi v(P) del =/] wenam Jff dw = M Vol(9), 


unde Q1, Q2 sunt astfel încât Q1 U Q2 = Q, Int N Int = Ø, M = 
max |v(P)]] si Vol(Q) este volumul domeniului Q. 


4.4.4 Formula integrală Gauss-Ostrogradski. Consecințe 


Să considerăm domeniul tridimensional V a cărui frontieră este suprafaţa 
închisă netedă S şi fie (£1, 2,3) coordonatele carteziene ale unui punct 
oarecare P € VU S. Suprafaţa S fiind netedă, în fiecare punct P € S 
există versorul n = (n4,n2,n3) al normalei exterioare. Astfel, avem un 
câmp vectorial definit în punctele P ale suprafeţei care depinde de variabila 
vectorială x =OP= zii + z2j + z3k. 

Considerăm v = (v1, v2,v3) € F(VU S, IR?) un câmp vectorial continuu 
pentru care coordonata v; are derivata parţială v;i; continuă în V. 

În aceste ipoteze are loc formula integrală Gauss-Ostrogradski 


I (nivi + now + n3v3)do ai (via + wo+ v3 3)dw, (4.63) 
S V 
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care se poate scrie şi în forma, 


J Sa do L Dos dw. (4.64) 


i= 


În particular, considerând pe rând: vı = 1, v2 = 0, v3 = 0; vı = 0, 
vw = 1, v3 = 0; vi = 0, v2 = 0, v3 = 1, formula (4.63) devine: 


J aen een pang (4.65) 


Relațiile (4.65) pot fi scrise unitar în forma 


S 


Dacă, alegem succesiv pentru câmpul vectorial v una din următoarele 


expresii analitice: 


(x1,0,0); (0,z1,0); (0,0, z1); 
(x2,0,0); (0, £2, 0); (0,0, £2); 
(x3, 0,0); (0, z3, 0); (0,0, z3), 


din (4.64) obtinem 


I nızıdo = vol(V); J nozido = 0; I nazido = 0; 

S S S 

I nızədo = 0; I nozədo = vol(V); I nzzədo = 0; 

S S S 

I nıxzzdo = 0; J: n2zr3do = 0; i nazrado = vol(V). 
S S S 


Aceste relații pot fi scrise concentrat în forma 


I niz do = ĝij vol(V), (4.66) 
S 


unde indicii ¿ şi j iau oricare din valorile 1,2,3, 6;; este simbolul Kronecker 
(ĉii = 1, 6;j = 0, dacă i Æ j), iar vol(V) este volumul domeniului V. 
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Din (4.66) se pot deduce relaţiile 


I xındo = vol(V)i; J zondo = vol(V)j; I zando = vol(V)k. 
i i i (4.67) 


4.4.5 Câmp potenţial 


Definiţia 4.4.3 Un câmp vectorial continuu v € F(D,IR%) se numeşte 
câmp potenţial dacă există câmpul scalar p € C!(D), numit potenţialul 
scalar al câmpului vectorial v, astfel încât 


v(M) = (VYp)(M), V) MED. 


Definiţia 4.4.4 Un câmp de forțe F € F(D,R*) se numeşte câmp con- 
servativ de forţe dacă există câmpul scalar U € C!(D), numită funcţie 
de forţă, astfel încât F = VU. 


Exemplul 4.4.1 Câmpul gravitațional este un câmp conservativ de forțe. 


Soluţie. Într-adevăr, să presupunem că originea reperului Ozyz este în 
centrul pământului. Se ştie că forţa F cu care este atras de către pământ 
un punct material M(r) este 


C 


——T, 
r3 


F(r) = 


unde C este o constantă iar r este mărimea vectorului de poziţie r a punctului 
M. Deoarece: 


Ol ð /1 Ol 
Gl) pa oua) m ol Si 


rezultă că putem reprezenta câmpul de forţă gravitațional F în forma 


F(M) = (VU)M), 
unde U(M) = C/r. 


Prin urmare, câmpul vectorial F este un câmp conservativ de forţe pe 


FÈ \ {0}. m 


Teorema 4.4.2 Fie câmpul vectorial v € C!(D, R%), unde D este un do- 
meniu, tridimensional. 
Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
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e v este un câmp potenţial; 


e integrala curbilinie J v- dr este independentă de drum pe D; 
© 


e erpresia diferenţială w = v : dr este diferențială totală pe D. 


Demonstraţie. Faptul că prima afirmaţie implică celelalte două este evi- 
dent. 

Să presupunem cà w = v - dr este diferenţială totală pe D. Atunci există 
funcția U diferenţiabilă pe D astfel încât w = dU = (VU). (dr) din care 


deducem că 
f v= | dU = U(B) —U(A) 
AB AB 


şi deci integrala curbilinie depinde doar de extremităţile A şi B ale curbei 
(C). Din w = (VU) - (dr) = v - dr şi unicitatea expresiei diferenţialei unei 
funcţii obținem v = VU, ceea ce arată cà v este un câmp potenţial. Aşadar, 
prima afirmaţie este implicată de ultima. 


Dacă integrala curbilinie | v : dr este independentă de drum pe D, 
C 
considerând arcul de curbă AM C D cu extremitatea A fixă şi cealaltă 
extremitete M variabilă, funcția U(M) = J. v-dr are proprietatea VU = 
AM 


v, adică v este un câmp potenţial. m 


4.5  Divergenţa unui câmp vectorial 


Fie Q C IR? un domeniu având ca frontieră suprafaţa închisă netedă sau 
netedă pe porţiuni X şi v € F(Q U X, IR?) un câmp vectorial continuu pe 
QU È, diferenţiabil în orice punct M (x1, £2, £3) E€ Q. 

Considerând un punct P) € Q, de vector de poziţie Xo = (£10, £20, £30), 
există domenii V C Q astfel încât Po € V. Presupunem că frontiera unui 
astfel de domeniu V este o suprafaţă închisă netedă S. Fie n = n(x) versorul 


normalei exterioare într-un punct oarecare P € S de vector de poziție OP= 
X = (x1, £2, £3). 

Fie 6(V) diametrul mulţimii V, adică maximul distanței dintre două 
puncte oarecare M,Q € V. Presupunem că domeniul V are volum şi că 
vol (V) este volumul său. 

Cu aceste pregătiri, considerăm raportul 


5o | (n(x): vx))do 


vol (V) vol (V) i 


(4.68) 
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dintre fluxul ® a câmpului vectorial v prin suprafaţa S şi vol(V). 


Definiţia 4.5.1 Se numeşte divergenţa câmpului vectorial v, în punctul 
Po, notată (div v)(Po9) sau (V : v)(xo), limita raportului (4.68) atunci când 
diametrul domeniului V tinde la zero, deci 


Î tao vea 
lim 2 
5(V)=0 vol (V) 


= (divv)(P) = (V - v)(xo). (4.69) 
Teorema 4.5.1 Dacă v = v(P) este câmp vectorial diferențiabil în Xo = 
OPo şi există constantele pozitive kı şi kə astfel încât: 

aria (S) < k1 ô?(V); vol(V) > k25(V), (4.70) 
atunci limita (4.69) există şi 


S i v (2 v 
(V iv) (ao) = DO go) = Gero) + SO Go) + So). (4.71) 


i=1 


Demonstraţie. Din ipoteza diferenţiabilităţii funcţiei vectoriale v de ar- 
gument vectorial în punctul xọ € D rezultă cà are loc identitatea 


v(x) = v(xo) + dv(x, x — xo) + a(x — xo)||x — xoll, (4.72) 
unde 
dv(x,x — xo) = (dv) (x)(x — xo) = (i j k) (Jv (x0) (X — Xo) ) 
este valoarea în h = x — xọ = (i j k) (x — Xo) a diferențialei funcţiei v în 
punctul xo = (i j k)Xo, 


Jv(x0) = | 


3x3 


este matricea jacobiană a funcţiei v = (v1, v2, v3) în punctul xọ, iar a este 
o functie vectorială definită pe IR? cu proprietatea 


lim a(x — xo) = a (0) = 0. (4.73) 


X—>X0 


In aceste relaţii, X — Xo şi Xo reprezintă matricea cu trei linii şi o coloană 
a coordonatelor vectorilor x — xo şi respectiv Xo în baza formată de versorii 
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ortogonali i,j,k care, împreună cu originea O, constituie reperul cartezian 
ortogonal Oz zx2x3. 

Dacă înmulţim ambii membri ai relaţiei (4.72) cu n(x), integrăm pe 
suprafaţa S, ţinem cont de relaţiile (4.66) şi (4.67) şi împărţim cu vol (V), 
se obţine 


| a voda, J S de 
= vol (V) a À (ga J C0) p vol (V) 


Trecem acum în membrul întâi primul termen al membrului doi al acestei 
relaţii şi luăm valoarea absolută a noii egalităţi. A doua ipoteză (4.70), faptul 
că ||x — xol| < 6(V) şi inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniakowski 


n(x) : a(x — xo)| < |n(x)|| lat — xo)|| = ||æ(x — xo)]; 
conduc la 
J n(x) - v(x) do o J |a(x — xo)]| do 
$ a > (a) eo) aa) ma (4.74) 


l 


Însă, din (4.73) rezultă că functia a este continuă în h = x — xọ = 0 
ceea ce atrage că pentru orice e > 0, există u(e) > 0 astfel încât 


k 
la- xo) < pe (4.75) 


oricare ar fi x € S care satisface inegalitatea 
[x — xoll < (e). 


Putem considera că domeniul V C Q ce conţine punctul xy este astfel 
ales încât 6(V) < u(e). In acest caz, din (4.70), (4.74), (4.75) rezultă că 
pentru orice e > 0 există u(£) > 0 astfel încât oricare ar fi domeniul V cu 


ô(V) < u avem 
J: n(x) - v(x) do | 
i vol (V) 3 AI B 
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ceea, ce conduce la relaţia 


3 
i e Eu 
Din (4.69) şi (4.76) rezultă (4.71). = 


Cum divergenţa câmpului vectorial v = (v1, V2, v3) într-un punct oare- 
care M € Q este 


O (8) o 
(div) 9 = pla + g EnA G Sn (477) 
analizând (4.77) constatăm că în membrul al doilea este rezultatul înmulţirii 
scalare a operatorului diferenţial al lui Hamilton 
O O o 


aa a n 
Ye day Roz 


cu vectorul v şi deci notația V . v pentru divergenţa câmpului vectorial v 
este justificată. 


Definiţia 4.5.2 Un câmp vectorial v € F(D, R?), diferenţiabil în domeniul 
D, se numeşte solenoidal dacă divv = 0. 


4.6  Rotorul unui câmp vectorial 


Să considerăm o direcţie arbitrară de versor a şi fie (II) planul perpendi- 
cular pe versorul a care trece printr-un punct fixat P) € Q În acest plan 
considerăm o curbă simplă închisă (C) care înconjoară punctul Po. Curba 
(C) delimitează o porţiune (S) de suprafaţă plană, a cărei arie o notăm tot 
cu S. Fie 6($) diametrul mulţimii (S). 

Pentru a introduce rotorul unui câmp vectorial v € F(Q, IR), plecăm 
de la circulaţia T a acestuia pe curba (C) şi să calculăm limita 


T p v(x) - dr 
lim == lim e O, 
5(5)—0 S 6(5)—0 S 


În acest scop, transformăm raportul T /S într-un raport dintre un flux pe 
o suprafaţă închisă (S) şi volumul domeniului V închis de această suprafaţă, 


134 Ion Crăciun 


reducând astfel problema. la cea, prezentată în paragraful precedent. Pen- 
tru aceasta, considerăm porţiunea din suprafaţa, cilindrică, cu generatoarele 
paralele cu a, de înălţime constantă h şi având una din baze porţiunea, de 
suprafaţă (S). 

Notăm cu (S1) cealaltă bază a cilindrului, cu (S¢) suprafaţa laterală a 
sa, iar cu do; elementul de arie al suprafeţei (Sp). 

Având în vedere că dr = T ds şi că h - ds = dog, rezultă că 


J| rdo 
p efyd y 
S h- S 


TUI (4.78) 


unde 7 este versorul tangentei la curba (C) orientat astfel încât să fie 
compatibil cu orientarea suprafeţei (S). Însă 7, a şi n; (normala exte- 
rioară la suprafaţa laterală a cilindrului) formează un triedru drept astfel că 
T =a x ny. Atunci, (4.78) devine 


i Pao 


S vol (V) 


(4.79) 


Deoarece integralele pe bazele cilindrului din integrandul care intră în (4.79) 
sunt nule, în baza celor deduse în paragraful prercedent, rezultă că 


I (v xa): ndo 
lim == lim £ 
5(50 5 so  vol(V) 


= (V - (v x a))(xo). (4.80) 


Dacă aplicăm formula de calcul a divergenţei, găsim că limita din (4.80) se 
poate scrie ca produsul scalar dintre vectorul a şi un anumit vector w(x0) 


Tera 


unde 
w(xo) = (v3,2(x0) — v2,3(x0))i+ (v13 (x0) — 3,1 (x0))j + (v2,1 (x0) —v1,2(x0))k. 


Definiţia 4.6.1 Vectorul w(x0) se numeşte rotorul câmpului vectorial v 
în punctul Xo şi se scrie: 


w(xo) = (rot v)(xo). 
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Dacă analizăm expresia, rotorului vedem că aceasta se poate calcula cu 
ajutorul determinantului formal 


i j k 
O O O 

(rot v)(xo) = TETES (xo) = (V x v)(xo). 
Vl V2 va 


Oz xə Oz3 


vi(x) v(x) v(x) 


Definiţia 4.6.2 Un câmp vectorial v € F(D, R3), diferenţiabil în domeniul 
D, se numeşte irotaţional sau lamelar dacă rotv = 0. 


Teorema 4.6.1 Un câmp potenţial v € F(D, IR), al cărui potenţial p € 
C2(D), este lamelar. 


Demonstraţie. Într-adevăr, câmpul vectorial v fiind potenţial, v(M) = 
grad p(M). Calculând rotorul acestui câmp, găsim 


3p Pe n, p Pe y, y e 3p 
Aare zo o aS aor k 


Deoarece p este de clasă C?(D), derivatele parţiale mixte de ordinul doi ale 
lui y sunt egale şi deci V x v = 0. E 


4.7 Reguli de calcul cu operatorul lui Hamilton 


O parte a acestor reguli au fost menționate în (4.29) unde operatorul V s-a 
aplicat unor funcții scalare. Mai mult, gradientul poate fi aplicat şi unui 
produs scalar a douà câmpuri vectoriale. Am văzut mai sus cà operatorul 
V aplicat scalar unui câmp vectorial, sau unei sume de câmpuri biscalare, 
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dă ca rezultat divergenţa. acelor câmpuri, iar dacă V se aplică vectorial unor 
asemenea, câmpuri se obţine rotorul acelor câmpuri vectoriale, adică 


Vp = grad; V.u = divu; Vxv = rotv. 


În baza celor prezentate mai sus, se pot demonstra următoarele for- 
mule de calcul cu operatorul vectorial V a lui Hamilton (pentru simplitate, 
renunţam la scrierea variabilei vectoriale x): 


V.(u+v)=V:u+V.-v; 
V x(u+v)=Vxu+Vxv; 
V- (pu) =Y(V u) +u: (Vo); 
V- (uxv)=v:(Vxu)-u.- (V xv); 
V x (pu) = (V x u) - u x (Vp); 
V(u-v)=v x(V xu) +u x (V xv)+(v:V)u+ (u: V)v; 
V x(V xv)=V(V -v)- V°, 


2 2 2 
meve? p f 


+ este operatorul lui Laplace sau laplacian. Avem 
ðr ay 82 k k á 


92p | %p J 9p 
ðr? Op 02 


V2p = div (grad p) = 


Ecuația diferenţială cu derivate parţiale de ordinul al doilea 


dp e, Pe o 
ðr? ` ðy2 902 7 


se numeşte ecuația lui Laplace. Orice soluție a ecuației lui Laplace se nu- 
meşte funcție armonică. 
Pentru alte operaţii cu operatorul V, obţinem: 


Vx(uxv) = u(V.-v)-v(V.-u)+(v:V)u-(u.:.V)v; (481) 


Vx(Vp)=rot(gradp)=0;  V.:(Vxv)=div(rotv)=0. 
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4.8 Formule integrale 


Fie (£) o suprafaţă închisă. ce mărgineşte domeniul Q, care are următoarele 
proprietăţi: 


e o dreaptă paralelă la axele de coordonate ale reperului cartezian or- 
togonal Oxyz intersectează suprafaţa (X) în cel mult două puncte; 


e Q se proiectează pe planul rOy după un domeniu D şi cilindrul proiec- 
tant al lui Q cu generatoarele paralele cu Oz este tangent la Q în lungul 
unei curbe (T) care împarte (£) în două suprafeţe (condiţii analoage 
se pot pune şi pentru planele yOz şi 20); 


e suprafaţa (X) este cu două feţe şi presupunem că este formată dintr-un 
număr de porţiuni netede. 


Pentru astfel de suprafeţe (£) şi domeniile Q mărginite de ele au loc 
următoarele formule integrale (legături între tipurile de integrale cu vectori 
sau cu câmpuri scalare): 


jul = JI div v dw; (4.82) 


[ree = [|| siots ii 
[rve = JI] rev FER 
[es p do j J (srad: gradi + pV2)da, (4.85) 
I p% -ydo = Jez (PV? — pda, (4.86) 


Formulă integrală (4.82) este forma vectorială a formulei integrale Gauss- 
Ostrogradski (4.63). Aceasta este întâlnită şi sub denumirea formula inte- 
grală a divergenţei sau ca teorema divergenţei. 

Identitatea (4.83) se numeşte formula integrală a gradientuluii. 

Relaţiei (4.84) i se poate spune formula integrală a rotorului. 

Egalitatea (4.85) este cunoscută sub denumirea de prima identitate in- 
tegrală. a lui Green. 
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Relaţia, (4.86) este a doua identitate integrală a lui Green. 

Dacă (S) este o porţiune de suprafaţă regulată orientabilă (cu două feţe) 
având frontiera o curbă închisă rectificabilă (T), iar câmpul vectorial v € 
F(N, IR?) este diferenţiabil şi S C Q, atunci are loc formula integrală a lui 


Stokes 
| v-a = |] n- rotvao. (4.87) 
T 
Ss 


Teorema 4.8.1 Câmpul vectorial v € C!(D, IR?) este irotațional pe dome- 
niul simplu conex D C IR? dacă şi numai dacă integrala curbilinie di v: dr 


C 
este independentă de drum pe D. 


Demonstraţie. Presupunem rot v = 0 şi fie (C) o curbă închisă oarecare 
inclusă în D. Există atunci suprafeţe S C D cu frontiera C. Aplicând formula 


integrală a lui Stokes (4.87), găsim i v-dr = 0. În baza Teoremei 4.4.1 re- 
C 


zultă că integrala curbilinie / v -dr este independentă de drum pe D. 


Demonstrația reciprocei Ai face prin reducere la absurd. Presupunem 
că există un punct Mo(zo, yo, 20) în care rot v Æ 0 şi fie că, în acest punct, 
v21 — vip = u > 0. Atunci există o vecinătate a punctului Mo, situată în 
planul z = 20 şi inclusă în D, în punctele căreia să avem v21 — ti > 0. 
Aplicând formula lui Stokes în care porţiunea, de suprafaţă este în vecină- 
tatea, de mai sus, găsim că pe frontiera acesteia, care este o curbă închisă 
din D, integrala, curbilinie este diferită. de zero. Dar acest lucru contrazice 
ipoteza. E 


Exerciţiul 4.8.1 Se dă câmpul de forță definit pe IR? 
F(x,y, z) = yz(2x + y + z)i + zx(x + 2y + z)j + zy(z +y + 22)k. 


Să se arate că acest câmp vectorial este irotațional şi să se determine 
funcţia. de forță. 
Soluţie Faptul că F este câmp irotaţional de forţă este simplu de arătat. 
În baza Teoremei 4.8.1 rezultă că integrala, curbilinie / F -dr este in- 
dependentă de drum în IR?. Folosind Teorema 4.4.2 Jia cà funcţia de 
forţă care se anulează în origine este U = fF - dr, unde M(z,y,2) este 


un punct oarecare. 
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Deoarece integrala curbilinie este independentă de drum, se poate integra 
de la origine la M pe muchiile paralelipipedului dreptunghic cu muchiile 
paralele cu axele de coordonate ce are O şi M ca vârfuri opuse. Atunci 


a y z 
um) = f vi(t,0,0)dt + | vast odt + f HTI 


Având în vedere coordonatele câmpului vectorial v, rezultă că funcţia 
de forţă a câmpului de forţă F, care se anulează în origine, este 


U(x,y,z) = I zy(z + y + 2t)dt = ryz(x +y + z). 


Oricare altă funcție de forţă a câmpului F diferă printr-o constantă de 
U determinat mai sus. m 


Exerciţiul 4.8.2 Să se determine liniile de câmp ale câmpului vectorial 
w= (—xr +y+z)i+(x-—y+z)j+(z+y-z)k. 
Arătaţi de asemenea că w este un câmp conservativ şi determinaţi funcţiile 


de forţă. Calculaţi apoi fluxul câmpului w prin fața exterioară a suprafeţei 
închise S de ecuaţie 


|=az+y+z+lz—y+z+elery=az]=1 


Soluţie. Din sistemul de ecuaţii diferenţiale ale liniilor de câmp deducem 
combinaţiile integrabile 
dr +dy+dz A 00 0 > 2dz 
z+y+ 2 2(y — x) 2(x + y — 22) 


şi liniile de câmp 
| (2 + y+ 2) + y —22) = Ca 
z+y—22 = Co(y— x) 


care sunt intersecţii de cilindri şi plane. 
Avem că V x w = 0 ceea ce arată că w este un câmp conservativ. 
Observând că expresia. diferenţială w = w - dr este diferenţiala funcţiei 


1 
-30 +y? +2”) + ry +yz + za, 


140 Ion Crăciun 


deducem că funcţiile de forţă, sunt 
1 
F(x,y, z) = z TE y? + z2) + ry +yz + zz + const. 


Suprafața prin care se calculează fluxul este închisă, are opt feţe şi li- 
mitează domeniul V. Folosind formula integrală Gauss-Ostrogradski rezultă 


Vw = -3si d = ||| V- wdzdydz= -3 ||| dedydz. 
V V 


Pentru calculul integralei triple efectuăm schimbarea de variabile 


X =-r+y+z, Y=r-y+z, z=zzr+y-z 


1 
pentru care dzdydz = -d XdY dZ. Frontiera X a domeniului transformat Vi 


are ecuaţia |X| + |Y| + |Z| = 1, deci Vi este un octoedru de volum 4/3. 
Rezultă $ = —1. E 


Exerciţiul 4.8.3 Fie a un versor constant şi câmpul vectorial 
v € F(IRÌ,IR?), v(z,y,z)=a x u(r). 


Să se arate că au loc relațiile: 


1. resa ine = |] sa au 
2. IR ndz sa f| mi-a: 


3. [e v-n)do +ax JaN rot (rotu)du = E ra W, 


unde Q este un domeniu tridimensional oarecare mărginit de suprafaţa ©, 
închisă şi netedă pe porțiuni. 


Soluţie. Utilizând formula, integrală a rotorului (4.84), obţinem 


D a 


Înlocuind în membrul al doilea pe v şi tinând cont de formula (4.81), 
deducem 


J| {xni =- Jff [adivu — udiva + (u - V)a — (a. V)uļdw. 
> Q 
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Deoarece a este versor constant, diva = 0 şi (u - V)a = 0 şi 


J| vad = a ]]] divudw+ ||| (a: V)udu. 
> (9) 2 
Cu relația (4.47) eei x ndo = —a JII div u dw+ a I dw, 


de unde rezultă prima să caii 

Pentru a demonstra a doua identitate, aplicăm formula integrală Gauss- 
Ostrogradski (4.82), calculând totodată şi divergenţa produsului de vectori. 
Obţinem 


[mam ||| enern- n mtoae -a fff re 


din care se deduce a doua identitate. 
Pentru demonstraţia celei de a treia identități se foloseşte (4.83). E 


Exercitiul 4.8.4 Se consideră câmpul vectorial w = (a -r)r x (a x r), 
unde a este un versor constant şi r este vectorul de poziție al unui punct 
M(x,y,z) e Q. Frontiera domeniului Q este suprafața închisă orientabilă 
(£) cu proprietățile precizate la începutul paragrafului. 

Să se arate că au loc relațiile: 


pii w)ndo = E JII rot rot w dw; (4.88) 
| (n x rot w)do = 2 JII grad div w dw. (4.89) 


Soluţie. Calculând divergenţa câmpului vectorial w, găsim 
div w = r° — 3(a.-r)?. 


Aplicăm formula integrală a gradientului (4.83) în care y = div w. 
Aşadar, vom avea 


I (div w)n do = grad div w dw. 
x Q 


Având în vedere expresia lui div w gi regulile de calcul cu gradientul, de- 
ducem 
grad div w = 2|r — 3(a - r)a]. 
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Pe de altă parte rot rot w = 4|r — 3(a - r)a], adică 
rot rot w = 2grad div w (4.90) 


şi astfel egalitatea (4.88) este evidentă. 
Pentru a demonstra relaţia (4.89) folosim formula integrală a rotorului 
(4.84) în care câmpul vectorial v este înlocuit cu rot w. Prin urmare, avem 


I (n x rot w)do = rotrot w du. (4.91) 
3 2 


Dacă în relaţia (4.91) facem uz de (4.90) deducem că are loc şi (4.89). m 


Exercitiul 4.8.5 Se consideră v = p(r)r un câmp vectorial definit pe 
un domeniu Q C IR? a cărui frontieră este suprafața închisă şi netedă 
pe porțiuni (©). Presupunem că funcţia p este diferenţiabilă pe un inter- 
val I C IR}. Vectorul de poziţie şi mărimea razei vectoare ale punctului 
M(z,y,2) EQUE sunt 


r=OM= zityjtzk, r= || OM |= VF yF Z. (4.92) 


Să se arate că au loc identitățile: 
J p(r)r-ndo — 3 JII e(r) dw ii r : grad (r) dw; (4.93) 
> 2 2 


i p(r)r -dr =0, (4.94) 
T 


unde T este o curbă simplă închisă, netedă pe porţiuni, inclusă în domeniul 
închis QU X, care este frontiera unei suprafeţe deschise SC OU». 


Solutie. Din (4.92) rezultă că expresia analitică a câmpului vectorial v este 
v = zp(r)i + yp(r)j + zy(r)k, 
iar divergenţa lui, conform (4.77), este 
div v = 3p(r)+rg(r). 


Formula integrală Gauss-Ostrogradski (4.82) conduce la 


J| ee-ado-3 fj) y(r) dw =[ff roo) dw. (4.95) 
X o o 


Identitatea (4.93) rezultă din (4.95) deoarece rp'(r) = r - grad y(r). 
Identitatea (4.94) rezultă din formula lui Stokes (4.87) aplicată câmpului 
vectorial v, căci rot v = rot (p(r)r) = 0. E 
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Funcţii de variabilă complexă 


5.1 Mulțimea numerelor complexe 


Fie C mulţimea, perechilor ordonate de forma (x,y), x,y € R, 
Ç = {2 = (zx,y)| x,y € R}. (5.1) 


Două elemente ale lui C, z = (x,y) si 20 = (zo, yo) sunt egale dacă şi 
numai dacă x = zo si y = yo. 

Fie 21 = (£1, y1) si z2 = (£2, Y2) două elemente arbitrare ale mulţimii Ç. 

În mulțimea ÇC definim legile de compoziţie binare interne: 


iai 


(V) (2,2) ECX Ç —> zı +z2=(£1 + £2, mr+wp)ecl, 


(5.2) 


numită adunarea elementelor lui C; 
| «x=, 


(Y) (21,22) ECx Ç > z1: z2=(£1£2 — Y1Y2, Lia + £241) E Ç, 
(5.3) 
numită înmulţirea elementelor lui Ç. 
De asemenea, pe mulțimea Ç, definim şi operația externă cu domeniul 
de operatori IR, 


C 


(v) (a, 2)e Rx > a:z=(ax, ay) € Ç, 


(5.4) 


numită înmulţirea elementelor mulţimii C cu scalari din .IR 
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Nu este greu de demonstrat că: 


(0,+) este grup aditiv abelian ; (5.5) 
(C,-) este grup abelian multiplicativ; (5.6) 
z- (z1 +22) =2: 21 +2- 22, (V) z,z1,22 E€ Ç. (5.7) 


Elementul nul al grupului abelian aditiv (Ç, +) este perechea (0,0), pe 
care o vom nota cu 0, iar opusul perechii z = (x,y) este perechea (—z, —y), 
notată cu —z. 

Folosind (5.5) şi (5.6), deducem că elementul nul şi opusul oricărui ele- 
ment din Ç sunt unice. 

Se constată că elementul unitate al grupului (C,:) este perechea (1,0) 
pe care convenim să o notăm cu 1 deoarece, în baza legii (5.3), 


z-1= (x,y): (0,0) =(x-1—y:0, z:0+y-1)=(x,y)=z. 


Inversul elementului z = (x,y) € C \ {0} este z7} = (= ii Bz a) 
deoarece z : z7} = 1 = (1,0). 

Elementul unitate al grupului (Ç, -) este unic iar inversul oricărui z nenul 
din Ç este, de asemenea, unic. 


Operația (5.4) se bucură de proprietățile: 


1-2 SI (v) zel, leR; 
(a+b) z = a-2z+B-z2, (w)zec, o,BehR; 
(a-f)-z = a-(B-2), V)zeţ, aß ER; L 
a-(21+2) = a-z +a:z22, V)aE R, 3,2 €C. 
Analiza relațiilor (5.2), (5.3), (5.5) — (5.7) arată că 
(0,+,-) este corp comutativ sau câmp, (5.9) 
iar din (5.2), (5.4), (5.5) şi (5.8) rezultă că 
Ç este spaţiu liniar real. (5.10) 


Elementele 1 = (1,0) € Ç şi i = (0,1) € Ç sunt liniar independente 
deoarece 


a&-1+0-5=—0 a=fB=0. (5.11) 
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Apoi, în baza relaţiilor (5.2), (5.4), orice element z € Ç se scrie în mod 
unic ca o combinaţie liniară a elementelor 1 şi ¿ din Ç. Intr-adevăr, avem 
relaţiile 


din care desprindem scrierea 
z = x + iy. (5.13) 


Rezultatele (5.10) — (5.13) arată că mulţimea {1, i} C Ç o bază în Ç. 
Prin urmare, dimensiunea spaţiului vectorial real Ç este 2. 
Remarcăm că i = (0,1) € Ç are proprietatea 


= (0,1) - (0,1) = (—1,0) = - (1,0) = —1. (5.14) 


Definiţia 5.1.1 Multimea Ç, cu operațiile şi proprietățile menționate, se 
numeşte mulţimea numerelor complexe. Numărul complex i = (0,1) se 
numeşte unitatea imaginară. 


Definiţia 5.1.2 Scrierea (5.13) se numeşte forma algebrică a unui număr 
complex. Numerele reale x şi y din această scriere se numesc respectiv 
partea reală şi partea imaginară a numărului complex z. 


Fie IR? = IRx IR spaţiul liniar real euclidian de dimensiune este 2. Acesta, 
poate fi identificat cu mulţimea vectorilor geometrici dintr-un plan în care s— 
a ales reperul ortonormat R = 10,i,j! (O, originea reperului, este un punct 
fixat al planului, iar i, j — versorii reperului, corespund perechilor (1,0) şi 


(0, 1) care au ca reprezentanţi în O segmentele orientate perpendiculare OA 
şi OB). 

Dacă notăm cu Oz, Oy axele reale cu originea comună în O şi versorii 
directori i şi j, numite azele reperului, atunci reperul R se poate nota şi cu 
zOy. 

Reprezentantul în origine al vectorului v = (x,y) € IR? este segmentul 
orientat OM. ale cărui proiecţii pe axele Oz, Oy ale reperului sunt segmentele 
orientate OM 1, respectiv OM 2 . Aceste segmente orientate sunt la rândul lor 
reprezentanţii în origine a vectorilor va şi v2, coliniari cu versorii i, respectiv 
j, factorii de coliniaritate fiind mărimile algebrice z, y € IR ale proiecţiilor 
vectorului v pe versorii i, respectiv j. Prin urmare, avem vi = zi şi v2 = yj. 
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Deoarece segmentul orientat OM este suma segmentelor orientate OM, şi 


OM», putem scrie 
v=zi+yj (5.15) 


care reprezintă exprimarea vectorului v în baza ți, j}. 

Perechea (x, y) stabileşte totodată poziţia punctului M în planul conside- 
rat şi de aceea x şi y se numesc coordonatele punctului M (abscisa, respectiv 
ordonata) în reperul xOy, fapt ce se scrie în forma M(x,y). 

Aplicația 

¢:C> R, p(2)=v, (5.16) 
unde z şi v sunt dati în (5.13), respectiv (5.15), este liniară (are proprietatea 
plazi + a222) = a1p(21) + a2p(22)) si bijectivă. 

Rezultă că ọ stabileşte un izomorfism între spaţiile liniare reale C şi IR, 
deci numărului complex arbitrar z din (5.13) îi corespunde punctul M(x,y), 
sau vectorul v din (5.15). Prin urmare, un număr complex poate fi figurat în 
plan. Punctul M(x,y) se numeşte imaginea numărului complex z = x + iy, 
iar z se numeşte afizul punctului M(x,y). 

Cele două spații liniare descrise mai sus, fiind izomorfe, proprietățile 
unuia se transmit prin izomorfism şi celuilalt. 

Odată stabilit izomorfismul între Ç şi IR?, axei Oz i se spune aza reală iar 
axa Oy poartă denumirea de ază imaginară. Numerele reale, care constituie 
o submulțime a numerelor complexe, au imaginile pe axa Oz, iar numerele 
pur imaginare z = iy au ca imagini puncte de forma M(0,y) € Oy. 


Se ştie că |v|| = || OM || = vz? +y? este o normă pe IR? (norma 
euclidiană). In baza izomorfismului (5.16), funcţia 
I:0—>R  kl=vr +y, (Y) z= (z,y) € Ẹ, (5.17) 


este o normă pe C, deci 
cuplul (Ç, |-|) este spaţiu normat. (5.18) 


Cum orice spaţiu normat este şi spaţiu metric, rezultă că mulţimea ( 
este spaţiu metric, metrica d fiind cea indusă de norma (5.18) 


d: 0 x CR,  d(z21,22) = za — z2| = y (z1 — £2)? + (y1 — y2)?, 
(5.19) 
unde 24 = £1 + iyı şi z2 = £2 + îyo sunt numere complexe arbitrare. 
Aşadar, putem considera, că ( este o mulţime de puncte. 
În consecinţă, toate rezultatele stabilite pentru spaţii liniare, spaţii nor- 
mate şi spaţii metrice sunt adevărate şi în mulţimea, ( a numerelor complexe. 
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De exemplu, discul deschis (bila deschisă) cu centrul în punctul zo = zo+îy0 
şi raza r > 0 este mulţimea B(29, r) C Ç, unde 


B(2o, r) = {z e C| |z — zo| < r}, (5.20) 


iar 
B(zo, r) = {z € C| |z- z| <r} (5.21) 
este discul închis cu centrul în zo şi rază r. 
Cu ajutorul bilei deschise putem introduce noțiunea de vecinătate a 
punctului 29. 


Definiţia 5.1.3 Mulțimea nevidă V C Ç se numeşte vecinătate a punc- 
tului zo E€ Ç dacă există r > 0 astfel încât B(zo, r) C V. Mulțimea Y(20), a 
tuturor vecinătăţilor punctului zo E€ Ç, se numeşte sistemul de vecinătăţi 
a punctului zo. 


Folosind vecinătăţile, putem defini în Ç toate noţiunile topologice întâl- 
nite în teoria spaţiilor metrice. 

Amintim pe cele care pot fi utilizate în studiul funcţiilor complexe de 
o variabilă complexă: punct aderent; punct interior; punct exterior; punct 
frontieră; punct de acumulare; punct izolat, ale unei mulţimi E C C. 

Folosindu-le apoi pe acestea, se pot defini alte noţiuni de topologie, 
precum: închiderea unei mulţimi; mulţime închisă; interiorul unei mulţimi; 
mulţime deschisă; exteriorul unei mulţimi; frontiera unei mulţimi; mulți- 
me mărginită; mulţime coneză; domeniu (o mulţime E C Ç deschisă şi 
conexă); continuu (o mulţime de numere complexe închisă şi conexă), mul- 
time compactă (o mulţime E C C mărginită şi închisă). 

Aceste noţiuni topologice constituie un motiv al recapitulării aceloraşi 
noţiuni introduse în teoria, spaţiilor metrice din analiza matematică. . 

În încheiere, prezentăm alte exprimări ale unui număr complex z = z+iy. 

În acest scop, introducem unghiul 6 = Argz (măsurat în radiani, între 
O şi 27, în sens direct trigonometric) dintre versorul i al axei Oz şi vectorul 


OM, unde M(x,y). Atunci, x şi y, care sunt mărimile algebrice ale proiecției 


vectorului OM pe versorii axelor Oz şi Oy, se exprimă cu ajutorul distanţei 
|z| între punctele O şi M şi unghiul Arg z astfel: 

x = |z| cosArgz; y= |z| sin Arg z. (5.22) 
Relaţiile (5.22) şi (5.13) conduc la exprimarea 


z = |z|(cos Arg z + isin Arg z2), (5.23) 
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care se numeşte forma trigonometrică a numărului complex z = z + iy. 
In cele ce urmează vom vedea că 


cos6 + isin 0 = é’, (5.24) 


de unde deducem forma 
z = |z| é A8, (5.25) 


numită forma exponențială numărului complex z. 
Dacă în relaţia (5.24) trecem 0 în —6 şi ţinem cont de proprietățile func- 
ţiilor trigonometrice, rezultă că avem 


cos 6 — isin = e. (5.26) 


Din (5.24) şi (5.26), găsim: 


î0 —i0 ið _ —i0 
cos 0 = cil dă sin 6 = iat a (5.27) 
2 21 


cunoscute sub numele de formulele lui Euler. 


5.2 Funcții de o variabilă complexă 


Fie F(E, C) mulţimea funcţiilor definite pe mulţimea nevidă E C C cu 
valori în spaţiul metric (Ç, d), ale cărei elemente sunt funcţii compleze de o 
variabilă compleză. 

Deoarece mulţimea Ç este spaţiu metric, orice mulţime nevidă E C C 
este, de asemenea, spaţiu metric, metrica pe E fiind cea indusă, de metrica pe 
Ç. Aşadar, o funcţie complexă de variabilă complexă este o funcţie definită 
pe un spaţiu metric cu valori într-un alt spaţiu metric astfel că toate rezul- 
tatele legate de limita într-un punct şi continuitatea unei funcţii definită pe 
un spaţiu metric, cu valori într-un alt spaţiu metric, sunt valabile şi pentru 
aceste funcţii. 

Cum punctele unui plan euclidian raportat la un reper cartezian de axe 
se pot identifica. cu imaginile numerelor complexe, mulţimea F de definiţie 
a funcţiei complexe de variabilă complexă f poate fi considerată şi ca sub- 
mulţime a spaţiului IR?. 

Dacă pentru funcţia complexă de variabilă complexă 


w= f(z), zeE, we, (5.28) 
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se evidenţiază partea reală Re f(z) = u(z,y) si partea imaginară Im f(z) = 
v(x, y) rezultă că pentru valorile funcţiei f putem utiliza şi notația 


F(z) = ul, y) + i v(x, y). (5.29) 


Din (5.28) şi (5.29) rezultă că functia f € F(E, C), cu E C C, este 
determinată atunci şi numai atunci când se cunosc funcţiile reale u(x, y) şi 
v(x, y), ambele definite pe mulţimea E C IRP. 

În cele ce urmează, pentru o funcţie complexă de variabilă complexă vom 
utiliza denumirea de funcție compleză şi vom nota mulţimea sa de definiţie 
cu D dacă este un domeniu. 


5.3 Funcție monogenă într-un punct 
Fie funcţia complexă f e F(D, Ç) şi zo e D. 


Definiţia 5.3.1 Funcția compleză de variabilă compleză 


ED Sia, 400 Pal (5.30) 


Z — 20 


se numeşte raportul incrementar în punctul zo al funcției f. 


Definiţia 5.3.2 Spunem că funcţia compleză f e F(D, Ç) este monogenă 
sau derivabilă în punctul zo E€ D, dacă funcţia raport incrementar în punc- 
tul zo al funcţiei f are limită în punctul 20. 


Definiţia 5.3.3 Dacă funcția complexă f este monogenă în zo, atunci li- 
mita în zo a funcţiei (5.30), notată cu f'(20), se numeşte derivata funcţiei 
f în punctul zo. 


Aşadar, dacă funcţia complexă f este derivabilă în 20, derivata sa în 
punctul zo este 
f'(zo) = lim F(z) = fl), (5.31) 


z=20 2 —20 
Teorema 5.3.1 O funcţie monogenă în zo este continuă în acest punct. 


Demonstraţie. Valoarea, funcţiei complexe f într-un punct z Æ zo poate 
fi scrisă în forma, 


f(z) = (20) 


Z — 20 


F(z) = f(zo) + - (z — 20). 
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Trecând la limită în această egalitate pentru z — 20, obţinem 


lim f(z) = f(20) + lim fi) = fo), lim (z — z0) = f(20), 
220 z—20 Z — 20 z—20 
ceea ce arată că funcţia f e F(D, C) este continuă în 29. E 


Exemplul 5.3.1 Funcția compleză 
f:0—€, F) =z 
este monogenă în orice punct z E€ C şi f'(2) = 22. 
Soluție. Într-adevăr, considerând un punct arbitrar fiat 20, funcţia p din 


(5.30) corespunzătoare funcţiei f(z) = 2? este p(z) = = Z220 


= z + zo de 


unde, prin trecere la limită pentru z — zo, se obține f'(z0) = 2zo. Deoarece 
zo este ales arbitrar, rezultă că f este monogenă în orice punct z € Ç şi 
f'(z) = 2z. E 


Exemplul 5.3.2 Funcţia f : @ —> C, f(z) = sinz este monogenă în orice 
z € Ç şi f'(2) = cosz. 

Soluţie. Într-adevăr, raportul incrementar (5.30) al funcţiei f(z) are limita 
cos 20 în punctul arbitrar 29 € Ç, ceea ce arată că (sin 2) = cos z. = 


5.4 Condițiile Cauchy-—Riemann 


Teorema 5.4.1 Dacă funcţia compleză f e F(D, C) din (5.29) este mono- 
genă în punctul zo = zo + iyo E D, atunci funcţiile reale de două variabile 
reale u,v € F(D), DC IR?, sunt derivabile în punctul (xo, yo), derivatele 
parțiale de ordinul întâi ale funcţiilor u şi v în (xo, yo) satisfac condiţiile 
Cauchy- Riemann 


ðu Ov 


Jz (2040) = gy (200); 

(5.32) 
OU moyo) = - (owo) 
Oy To, Yo kī ðr To, Yo v 


iar derivata funcţiei f în punctul zo se calculează după una din formulele: 


O „ð 
f'(20) = 5 (20,0) +i S- (20,0); (5.33) 
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1/9u Ov 
1 , 
Peo) = F (G. Cow) +i e (a0:40))) (5.34) 


Demonstraţie. Cum f este monogenă în punctul 2, există limita în 20 a 
raportului incrementar (5.30) şi această limită este f'(29). Ţinând cont de 
expresia. (5.29), rezultă că 


f'(a )= lim u(x, y) — u(xo, yo) + ilv(x, y) — v(220,y0)) 
s z — so + ily — vo) 


y—>yo 


l (5.35) 


Să considerăm întâi că z — zo pe o paralelă la una din axele de coor- 
donate. Dacă această paralela este la axa Oz, atunci y = yo şi z — 20 este 
echivalent cu z — xo, încât (5.35) devine 


F'(20) >in ulz, yo) B u(zo, Yo) Li lim v(x, yo) = v(zo, yo) (5.36) 


>To £ — To zro T — To 


Din (5.36) rezultă că există limitele din membrul al doilea şi: 


Jim ulz, yo) — u(z0: y0) _ Re Poo 

i y r (5.37) 
lim v(z, Yo — V\To, Yo Tia f'(20). 
r-—2z0 T — To 


Relaţiile din (5.37) arată că funcțiile reale u şi v de variabilele reale z şi y 
sunt derivabile parțial în punctul (xo, yo) în raport cu variabila x şi aceste 
derivate parțiale sunt: 


ð 
5; (20, yo) = Ref'(20); 


O 
5- (2o, yo) = Imf'(20). 


(5.38) 


Apoi, dacă z — zo pe o paralelă la axa Oy, atunci £x = zo, z — 20 este 
echivalent cu y — yo şi (5.35) devine 


1 = — 
f'(zo) pia ( lim u(zo, y) u(zo, Yo) Li lim v(xo, y) aAa (5.39) 
i \y=yo Y — Yo y= yo Y — Yo 


Din (5.39) deducem că că functiile reale u şi v de variabilele reale z şi y 
sunt derivabile parţial în punctul (zo, yo) în raport cu variabila y şi că aceste 


152 Ion Crăciun 


derivate parţiale sunt;: 


Dima) = Re f(e); 
î. (5.40) 
gy (Towo) = — Imf'(20). 


Din (5.38) şi (5.40) rezultă condiţiile Cauchy-Riemann (5.32) iar dacă ţinem 
cont că f'(29) = Re f'(20) + ilm f'(20), rezultă că au loc (5.33) şi (5.34). m 


Teorema 5.4.2 Dacă funcţiile reale u,v E€ F(D), sunt derivabile într-o ve- 
cinătate a punctului (£o, yo) € D C IR?, iar derivatele parţiale de ordinul 
întâi ale lor sunt continue în (xo, yo) şi satisfac în acest punct condiţiile 
Cauchy Riemann (5.32), atunci funcţia compleză (5.29) este monogenă. în 
20 = tot tyo 


Demonstraţie. Din ipoteze rezultă că funcţiile u şi v sunt diferenţiabile în 
punctul (zo, yo) E€ D, deci există funcţiile reale a şi 8 de variabilele reale x 
şi y, definite pe D, continue în (zo, yo) si egale cu zero în acest punct, astfel 
încât creşterile: 


Au = u(x, y) — u(xo, y0); Av = v(z, y) — (20,90); (5.41) 


ale respectiv funcțiilor u şi v, corespunzătoare creşterilor 


Ax = z£ — To, AY =Y- Yo, (5.42) 
să fie 
ðu ðu 
Au = Jz Eo yo)Az a g, (20 Vo) Ay T a(x, y)|z a zol, 
n (5.43) 
v v 
Av = Jz (20 vo) Az ag gy (20 20) Ay + B(x, y)|z — zol: 


Să evaluăm creşterea funcției f în zo corespunzătoare creşterii Az = 2 — 20, 
Af(z0, Az) = f(2o + Az) — f(20). (5.44) 
Folosind (5.29) şi (5.41) rezultă că această creştere este 


Af(zo0,Az) = Au+iAv. (5.45) 
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Înlocuind în (5.45) expresiile (5.43) şi ţinând cont de condiţiile Cauchy- 
Riemann (5.32), obţinem 


9 9 
Af(zo, A2) = (FE (20:0) +i (20,90)) Az + (a+ i8): Az]. (5-46) 
Împărtind ambii membri ai egalității (5.46) prin Az şi trecând la limită 
pentru Az — 0, obţinem 


Af(z2o, A2) ðu Az| 


; „Ov ; 
pă Az Ox (70, y0)+igz (70 Y0) + lim, ((a+i p): Az ). (3:47) 


f | Or j Ă | 42] RR 
Deoarece funcţia a+i/ are limita zero în 29, iar funcţia Ag. este mărginită, 
z 


avem N 
(a+ ib). El =0. (5.48) 


Din (5.47) şi (5.48) rezultă că raportul incrementar în zo al funcției f are 
limită în punctul 20 şi aceasta este 


Af (z0, A2) a ðu „Ov 
Az T Jz (20 yo) + izz o yo). (5.49) 


lim 
Az—0 


lim 
Az—0 


Aşadar, funcţia f este monogenă în zo şi derivata sa în zo este (5.33). 
Dacă în (5.47) folosim condiţiile Cauchy-Riemann ajungem la concluzia 


. Af(zo,Az) _ 1/0u „Ov . l |Az| 
im a Salag omi Eom) + im (la +6) 23), 
de unde, prin trecere la limită pentru Az — 0, se obţine că derivata funcţiei 
f în punctul 20 este (5.34). E 


Exerciţiul 5.4.1 Să se determine punctele z = x + iy în care funcţiile de 
mai jos sunt monogene şi să se calculeze derivatele în punctele determinate: 


10. f(z) = x? -—4ry+ y+ ilz- y’); 
20. f(z) = 2 +227- 22Z +3z+2z, 
unde Z = x — iy este conjugatul numărului complex z = x + iy. 


Soluţie. 1°. Partea reală a funcției f este u(z,y) = 22 — 4ry + y, iar cea 
imaginară este v(x, y) = 3x — y?. Ecuațiile Cauchy-Riemann sunt 


| 2x — 4y =  —2y 


—4r+1 = —3. 
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Cum soluţia acestui sistem este zo = 1, yọ = 1 rezultă că funcţia dată este 
monogenă în punctul zo = 1 + i şi 


O O 
P(o) = g1) ri gi) = -2+ 3i. 


20. Funcţia se scrie 


f(2) = £? + 34? + 5x + i(6zy + y), 
iar condițiile Cauchy-Riemann conduc la sistemul 
2r+5 = 6rrl 
| 6y = —6y, 
de unde rezultă soluţia zo = 1, yọ = 0. Aşadar, funcţia dată este monogenă 


numai în punctul zo = 1+:i-0=1. 


ð ð 
Derivata funcției f în zo este f'(20) = (it) +i S 


Ep (1,0) =7. = 


5.5 Funcție olomorfă. Proprietăţi 


Definiţia 5.5.1 Funcţia compleză f € F(D, Ç) se numeşte olomorfă pe 
D dacă este monogenă în fiecare punct z € D. 


Definiţia 5.5.2 Dacă f e F(D, C) este olomorfă pe D, atunci funcția 


f:D— ÇC, f'(z)= lim 
se numeşte derivata funcției f. 


Observaţia 5.5.1 Din Teorema 5.4.1deducem că dacă f E€ F(D, C) este 
funcţie olomorfă pe D, atunci derivata f'(2) are una din următoarele expre- 
sii: 


ðu ðv 


Pe) = plz) tigla), (Dz=z+iye D; (5.51) 
f'(z)= (e) l iSe), (v) z=z+iyeD. (5.52) 
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Teorema 5.5.1 Dacă f € F(D, Ç) este funcţie olomorfă pe D şi f'(2) =0, 
(Y) z € D, atunci f(z) = const. pe D. 


Demonstraţie. Într-adevăr, din f'(z) = 0, (5.51) şi (5.52) rezultă că în 
orice punct (x,y) € D sunt satisfăcute egalităţile 


ðu 


ðv 


Ov 
(7,9) e 0; dy 


ðu 
— (x,y) T 0; ðx 


(x,y) = 0; Jy 


şi deci diferenţialele funcţiilor u şi v sunt nule pe D. Aşadar, u(x, y) = Ci, 
v(x, y) = C2, de unde rezultă f(z) = C1 +i C2. E 


Teorema 5.5.2 Dacă funcția compleză f(z) = u(x, y) + iv(x,y) este olo- 
morfă pe domeniul D C Ç şi u,v € C?(D), atunci u şi v sunt funcții 
armonice. 


Demonstraţie. Deoarece funcţia f este olomorfă pe D, u şi v verifică, 
condițiile Cauchy-Riemann pe D 


ðu ðv 


(29) = ay O9) 

(5.53) 
ðu _ Ov 
(29) Ta -g ©) 


Dar, în baza criteriului lui Schwarz de egalitate a derivatelor parțiale 
mixte, avem că derivatele parțiale mixte de ordinul al doilea ale oricărei din 
funcțiile u şi v sunt egale şi deci putem scrie: 


ð?u 92u 92w 92 
sist kal tii scie y D. 
ara gyoa U: (V) (x,y) € 
(5.54) 
Derivând prima relație (5.53) în raport cu z, a doua în raport cu y, 
adunând şi ţinând cont de a doua relaţie (5.54), obținem 
92u 92u 


care arată că u este funcţie armonică. 
In mod analog obţinem că v este funcţie armonică, deci că 


2y 92 
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m 
3 ə? 
Cu ajutorul operatorului lui Laplace V? = —- + 23, relaţiile (5.55) şi 
Oz2 y? 
(5.56) se scriu: 
Vu =0; V2v=0, (5.57) 


fiecare din ele exprimând cà, în ipoteze suplimentare de regularitate, partea 
reală şi partea imaginară a unei funcții olomorfe sunt funcţii armonice. 


Teorema 5.5.3 (Determinarea unei funcţii olomorfe când se cu- 
noaşte partea sa reală) Dată o funcție armonică u = u(x, y), (x,y) € 
D C IR, există funcţii olomorfe pe D de forma f(z) = u(x,y) + iv(x,y) şi 
oricare două asemenea funcții diferă printr-o constantă pur imaginară iC, 
unde C € R. 


Demonstrație. Cum partea reală este cunoscută, pentru a determina func- 
tia olomorfà f trebuie să determinăm partea ei imaginară v. Funcţia v tre- 
buie să fie tot armonică şi legată de funcţia u prin relaţiile Cauchy-Riemann 
(5.53). 
Dacă în diferenţiala funcţiei v 
Ov Ov 


Mi ceri gpl 


ţinem cont de relaţiile Cauchy-Riemann (5.53), deducem 


du = —— dz + — dy. (5.58) 
y z£ 


Dar, expresia diferențială din membrul doi al relației (5.58) este o dife- 
renţială totală exactă, deorece condiţia de integrabilite 


O (> O < 


(0 vuo ew 


este verificată în baza faptului că u este funcție armonică. Relația (5.59) 
arată că integrala curbilinie din expresia diferențială a membrului doi din 
(5.58) este independentă de drum, depinzând doar de extremitățile acestuia. 
Integrând (5.58) pe un drum paralel cu axele de coordonate cu extremitățile 
Mo(zxo, yo) fixat şi M(x,y) variabil, obţinem 


Y ðu 


E je ] S (æ, t)dt. (5.60) 


"du 


v(x, y) = v(zo, — 
(=o | g 
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Astfel, funcţia v se determină până la o constantă arbitrară care poate fi 
determinată dacă se cunoaşte valoarea funcţiei olomorfe f(z) într-un punct 
20 = £o + i Yo. 

Asemănător se demonstrează şi cazul în care se dă partea imaginară 
v = v(x, y), functie armonică pe D. Şi în acest caz funcţia f(z) se determină 
până la o constantă reală aditivă. În adevăr, avem 


~i f(z) = v(x, y) — iu(z, y) 


şi cum funcția are ca parte reală chiar v(x, y), suntem conduşi la problema 
precedentă. Formula de determinare a funcției u este asemănătoare celei din 
(5.60) şi are forma 


Y Ov 


z Ov 
ulz) = (eo) + f ewde (561) 


Se vede cà funcția f este determinată până la o constantă arbitrară 
care se poate determina dacă se cunoaşte valoarea funcției f în punctul 
20 = £o + iyo. E 


Exerciţiul 5.5.1 Să se determine funcţia olomorfă f : C — ÇC a cărei parte 
reală este funcția u(x, y) = e” cosy şi care în z = 0 are valoarea f(0) = 1. 


Soluţie. Mai întâi se verifică că u este funcţie armonică. Apoi, luând în 
(5.60) pe zo = 0, şi yo = 0, adică zo = 0, avem că partea imaginară a funcţiei 
f este 


z y 
v(x, y) = v(0,0) +f e sin 0 dt +f e” cost dt. 
0 0 


Ţinând cont că f(0) = 1, deducem v(0,0) = 0 şi deci 
Y 
v(z, y) = e f costdt = e” siny. 
0 


Prin urmare, f(z) = e? cos y+i e” sin y. Din (5.24) rezultă cos y+i sin y = 
et şi dacă ţinem cont că efe” = e®tiY = e7, avem că f(z) = e”. Aceasta 
este funcția exponențială din complex care va fi studiată într-un paragraf 
ulterior. E 


Exercitiul 5.5.2 Să se determine funcţia olomorfă f : CNI0) — Ç a cărei 
parte imaginară este funcţia v(x, y) = e” sin y + 


valoarea f(1)= 1. 


şi care în z = 1 are 
r? +y? 
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Soluţie. Verificăm mai întâi dacă funcţia v(z,y) este armonică. Pentru 
derivatele parţiale de ordinul întâi găsim expresiile 


w ) a 2zy 

— (x, = e” siny- -s s5 
Ər PY Y (z2 + y2)? 
ðv r? — y? 
=— (x,y) = e”cosy+ 3, 
dy! (£? + y?)? 


jar pentru cele de ordinul al doilea nemixte, avem 


92 $ 3r? — y? 
zz, = i Di Dai 
PR (x,y) e” siny + 2 E 
92 | 32 — y? 
(29) = Ze RUES ZU za a 
a? 9? 
de unde se vede că V?u(z,y) = (n y) + “(z,y) = 0, ceea ce demon- 


Or? 
strează că v este funcţie armonică. 


3y? 


Pentru determinarea funcţiei u = u(x, y), aplicăm formula (5.61), luând 
zo = 1, yo = 0. Observăm că din f(1) = 1 avem u(1,0) = 1 şi (5.61) conduce 


la 
2at 


uls y) = + | (e+ zar | (~est cz zahar 


Integrând, rezultă 


u(x, y) = 2 — e + e” cosy — ZIP 


deci 


f(2) = 2 — e + e“ cosy — + ife” siny + 


z y ) 
z2 + y2 z2 +42 

Există un procedeu simplu pentru a găsi expresia lui f în variabilă z şi 
acesta, constă în trecerea lui z în z şi anularea lui y. 


Aplicând acest procedeu expresiei de mai sus a funcţiei, obţinem 
„1 
f(2) = 2—e+e?— —. 
z 


Constatăm că funcţia f(z) a fost determinată exact deoarece s-a precizat şi 
valoarea sa într-un punct. E 
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Operaţiile cu funcţii olomorfe decurg din (5.50) şi rezultă că sunt ase- 
mănătoare proprietăţilor funcţiilor reale de o variabilă reală derivabile. Re- 
nunţând la scrierea. variabilei z, avem: 


(af + 69) =af'+ Bg”; 
(fe) = f gi 


(E egida 
g 


(f-1)(wo) = en unde wo = f (zo) etc. 
Definiţia 5.5.3 Diferenţiala unei funcții olomorfe este 
df(2) = F'(2) dz (5.62) 


unde dz = dr + i dy. 


Regulile de calcul cu diferenţiala din real sunt valabile şi în complex. 


5.6 Puncte ordinare şi puncte singulare. Planul 
lui Gauss 


Definiţia 5.6.1 Un punct z e D C Ç se numeşte punct ordinar pentru 
funcția compleză f : D— Ç dacă există o vecinătate V € V(z) cu proprie- 
tatea f olomorfă pe mulţimea V N D. 


Definiţia 5.6.2 Un punct z E€ C care nu este punct ordinar pentru funcţia 
compleză f: D — Ç se numeşte punct singular al funcției. 


Între punctele singulare ale unei funcţii complexe, remarcăm pe cele de 
tip pol. 


Definiţia 5.6.3 Punctul 2 = a € Ç este un pol al funcţiei f : D — Ç, dacă 
ezistă un număr natural a, numit ordinul polului, astfel încât funcţia 


p(z) = (z — a)“ f (2) 


să aibă în z =a un punct ordinar, iar p(a) £ 0. 


160 Ion Crăciun 


Observaţia 5.6.1 Dacă z = a este un pol de ordin a pentru funcţia com- 
pleză f, valorile funcției se scriu sub forma 


ie 


(z = ae 
unde p(a) #0 şi z =a este un punct ordinar pentru funcţia compleză p. 


Dacă în Definiţia 5.6.3 avem a = 1, polul se spune că este simplu. Dacă 
a = 2, polul se numeşte dublu, ş. a. m. d. 


Definiţia 5.6.4 Un punct z = a se numeşte zerou de ordin n al funcției 
f:D— C dacă există n € IN* şi o funcţie y : D —> Ç, olomorfă pe D, cu 
W(a) £0, astfel încât 


fe) = (2 —a)"w(2), W)zeb. 


Definiţia 5.6.5 Prin punctul de la infinit al planului variabilei z se 


1 
întelege punctul corespunzător punctului C = 0 din relaţia z = T 


Observaţia 5.6.2 Planul complex conține un singur punct la infinit; acesta 
se notează cu z = œ. 


Definiția 5.6.6 Planul variabilei complexe z, completat cu punctul de la 
infinit, se numeşte planul complex sau planul lui Gauss, notat cu (z). 


Modulul numărului complex z = oo este oo, iar argumentul său este 
nedeterminat. O vecinătate |(| < r a punctului Å = £ + in = 0 din planul 


¿O'n se transformă prin relaţia z = Z în mulțimea punctelor z care satisfac 


; ; 1 REA : Ă AN a a 
inegalitatea |z| > = = R, deci în exteriorul discului închis, de rază R, cu 


centrul în originea planului complex (2). Inegalitatea |z| > R reprezintă o 
vecinătate a punctului de la infinit în planul variabilei (2). 


5.7 Funcţii elementare de o variabilă complexă 


5.7.1 Funcția polinom în planul complex 


Cea mai simplă funcţie elementară nebanală este funcția polinomială de 
gradul n € IN 


P:C-— 0, P(2)= Ao + Aiz + A22? +--+ Anz”, (zel, 


Capitolul 5 — Funcţii de variabilă complexă 161 


unde Ao, A1,..., An sunt constante complexe. 
Funcţia, polinomială o vom numi adesea polinom. 


Teorema 5.7.1 Polinomul P este o funcţie olomorfă pe Ç. 


Demonstraţie. Evident, funcţia constantă este olomorfă şi are derivata 
nulă. în orice punct din Ç. 

Funcţia identică P(2) = z este, de asemenea, olomorfă şi derivata sa este 
egală cu 1 în orice z € Ç, deoarece 
P(z + A je P(2) — z+ Az—z 


/ = > i e 
PUS a Az an Az ii 


Funcţia, putere naturală a lui z, cu valorile f(z) = 2%, k € IN*, este un 
produs de k funcţii egale cu funcţia identică. Folosind definiţia, unei funcţii 
monogene într-un punct şi definiţia unei funcţii olomorfe deducem că func- 
ţia, putere cu exponent k € IN* este olomorfă pe Ç şi derivata sa are valorile 
Fly kz®1, (Y) ze Ç. 

Funcţia complexă ale cărei valori se calculează după legea Ay2F este olo- 
morfă pe C fiind produsul a două funcţii cu această proprietate. Polinomul 
P, fiind o sumă de funcţii de de forma Az", este o funcţie olomorfă pe Ç. 

Aplicând definiţia derivatei unei funcţii complexe într-un punct, găsim 


P'(2) = Aı + 2422 + 3432? +- + nAn}, 


de unde se vede că derivata funcţiei polinom are aceeaşi formă ca în cazul 
real. E 


Reamintim o proprietate importantă a polinomului. Datorită faptului că 
C este un corp algebric închis, în sensul cà toate rădăcinile unui polinom cu 
coeficienți numere complexe sunt numere complexe, orice polinom de gradul 
n > 1 admite descompune în factori 


P(z) = An(z — 21)™ (z — z2)™? (z — zp)”, Mpg E ÎN, 


unde z1, 22,...,2p € Ç radăcini distincte de respectiv multiplicităţi ma, mo, 
=t, Mp, CU Mi + moi: +mp=n. 

Aşadar, zerourile funcției polinom formează o mulțime discretă în sensul 
că fiecare element al acesteia este un punct izolat al domeniului de definiție 
al unei funcții polinom. Se poate demonstra un rezultat mai general, şi 
anume 


Teorema 5.7.2 Dacă f este o funcție olomorfă pe un domeniu D, mulţimea 
zerourilor sale conținute în D este discretă. 
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Se mai spune că zerourile unei funcţii olomorfe sunt puncte izolate. 

După ce vom studia şi funcţia raţională, vom cerceta natura punctului 
de la infinit pentru funcţia polinom de gradul n şi vom arăta cà este un pol 
de ordin n. 


5.7.2 Funcţia raţională 


Fie P şi Q două funcţii polinomiale definite pe Ç cu valori în C, 
P(2) = Ao + Aiz +--+ Anz”, Q(2) = Bo + Biz +- + Bm2. 


Fie a,b,...,/ E€ Ç rădăcinile distincte ale polinomului Q şi œ, 8,..., À 
ordinele lor de multiplicitate. Atunci, 


Q(z) = Bm(z — a)" (z — b)f -+ (z - 9>. 


P 
—, definită 
Q fi 


Definiţia 5.7.1 Funcţia complexă de variabilă compleză f = 


pe domeniul Ç \ {a,b,..., 4}, se numeşte funcţie raţională. 


In cazul când Q este un polinom nenul de grad zero (o constantă com- 
plexă), funcţia, raţională corespunzătoare se reduce la o funcţie polinom care 
se mai numeşte funcţie raţională întreagă. 


P 
Teorema 5.7.3 Funcţia rațională în complex f = — este olomorfă pe 


Q 
domeniul D = Ç \ {a,b,..., £}. 


Demonstraţie. Funcţiile polinom P şi Q, cu ajutorul cărora se defineşte 
funcţia raţională f, sunt funcţii olomorfe pe C. Câtul a două funcţii olomorfe, 
acolo unde el există, este o funcţie olomorfă. Prin urmare, funcţia, raţională 


P 
i G este olomorfă în Ç \ {a,b,..., 4}. C] 


P 
Observaţia 5.7.1 Dacă f = — este o funcție rațională definită pe dome- 


niul D = {z € C| Q(z) # 0} şi a,b,...,/ sunt rădăcinile distincte ale 

polinomului Q, iar œ, ß,..., A sunt respectiv ordinele lor de multiplicitate, 
atunci punctul z = a este un pol de ordin a, z = b este un pol de ordin [, 
--, z = Ll este un pol de ordinul A pentru funcția raţională f. 


Să cercetăm comportarea funcţiei raţionale în punctul de la infinit. 
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Pentru aceasta, în f(z) trecem pe 2 în č şi avem 


A ia | An 
f li 0 G (n Ci Ar tAr AC LEA” 
Ç Ba - Bı i Ba C Bm + Bm1 + -+ i AT aci + = ae 
07T fi Fiset Cm 


Cercetăm natura punctului ¢ = 0 pentru noua funcţie. 
Distingem două cazuri, şi anume: 


e n >m, Ç = 0 este un pol de ordin n — m; 
e n < m, Ç = 0 este un punct ordinar. 


Deci, funcția rațională are în punctul de la infinit un pol sau un punct 
ordinar, după cum gradul numărătorului este mai mare ori mai mic sau egal 
cu gradul numitorului. Am demonstrat 


Teorema 5.7.4 Funcţia raţională nu are alte singularități în planul com- 
plex (z) decât poli. 


Funcţia polinom este un caz particular de funcţie raţională pentru care 
m =0. 

Folosind Teorema 5.7.4 deducem că funcţia. polinom de gradul n are în 
punctul de la infinit un pol de ordin n. 


5.7.3 Funcția exponențială 


Vom determina o funcţie complexă f de variabila complexă z = x + iy, care 
să satisfacă, axiomele: 


1. să fie funcţie olomorfă în tot planul complex din care se exclude punctul 
de la infinit; 


2. să satisfacă relaţia funcţională f(z1 + 22) = f(21): f(22), (Y) 21,22 E€ 


(2) too); 


3. restricţia funcţiei f la axa reală să fie funcţia exponențială reală e7”, 
adică f(Rez) = e™"® = e7; 


4. valoarea în z a funcţiei conjugate f să fie egală cu valoarea funcţiei f 
în conjugatul complex a lui z, adică f(z) = f(2), (V) ze (z) (o. 
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Să calculăm pătratul modulului valorii în z = z-+iy a funcţiei f care satisface 
axiomele de mai sus. Avem 


FF = 19-72) = 19-12 = F(z +2) = f(22) = e”, 
de unde |f(2)| = e”. 


Având în vedere că orice număr complex se poate scrie sub formă trigono- 
metrică şi notând cu y(x, y) argumentul lui f(z), rezultă că 


f(2) = e (cos y(x, y) + i sin p(x, y)). 
Partea reală u(x, y) şi partea imaginară v(x, y) a lui f(z) sunt 
u(x, y) = e” cos(x, y), v(z,y) = e” sin p(z, y). 


Cum f este funcţie olomorfă, u şi v trebuie să satisfacă condiţiile Cauchy- 
Riemann (5.32), deci 


Și 3p ; _ a. 9P 

e (cos pl, 9) = plz) singly) = e pl) cos gley), 

e (£a y): cos y(x, y) + sin y(x y)) pe a y) - sin (x,y) 
ox ) p ? p +) Oy bi p ) s 


După simplificare cu e”, obținem sistemul de ecuații diferențiale cu de- 
rivate parțiale 


O O 
cosplz9) = pp) sineta) = play) cos gley), 


Op i __0p . 
(DY) cos p(z, y) + sin p(z, y) = a sin y(x, y) 


pe care-l interpretăm ca un sistem algebric liniar gi neomogen în necunos- 


9 
cutele ale, y) si AG y). Soluţia acestui sistem este 
Op 


p 
— == 1 
Oz (7,9) 


O 
(x, y) z 0, Əy 
şi deci diferenţiala funcţiei p este egală cu dy, ceea ce arată că y(x, y) diferă 
de y printr-o constantă. Aşadar, y(x, y) = y + C, unde C este o constantă 
reală arbitrară. Impunând acum a treia axiomă, adică f(Rez) = cRez, 
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ceea ce revine la a face y = 0 în expresia lui f(z) sub formă trigonometrică, 
obţinem 


cos C 1, 


e”(cos C + isin C) = e? — cos C + isin C = 1 => 
sin = 0. 


O soluție a ultimului sistem este C = 0 şi deci y(x, y) = y. Aşadar, 
expresia funcției căutate este 


f(2) = e” (cosy + i siny). 

Notăm această funcție cu e” şi o numim funcția exponențială. Prin urmare, 

e” = e” (cosy + i siny). 
Dacă în această egalitate punem z = 0, deducem 

eY = cosy + i siny. 

Trecând pe y în —y, avem şi 

e-iY = cosy — i sin y. 
Din ultimele două relații se obţin formulele lui Euler: 


ESFE I, ak E Se 
SIN ya 


S = ; = 
SRY 2 2i 


Partea reală a funcţiei exponenţiale este u(x, y) = e” cosy, iar partea 
imaginară este v(x, y) = e” siny. Derivatele parțiale în raport cu z ale aces- 
tor funcții sunt 


ðu ðv 
_ ca E E au ape „(5.63 
S (ey) = e cosy = u(z,y), elan) = e? sing = v(z,y). (563) 


Teorema 5.7.5 Derivata funcției exponenţiale f(z) = e” este 


F(z) = f) =, (Y) ze (2) too). (5.64) 


Demonstrație. Dacă se aplică una din formulele de calcul ale derivatei 
unei funcții complexe, de exemplu 


şi se ţine cont de (5.63), se obține (5.64). E 
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Teorema 5.7.6 Funcţia exponențială este periodică şi perioada principală, 
este T) = 2ri. 


Demonstraţie. Dacă există T = A+i Be CIO), astfel încât f(z +T) = 
f(z), (Y) z € Ç, aceasta revine la 


e?t4(cos (y + B) + i sin (y + B)) = e” (cosy + i siny), (Y) z € Ç. 
Pentru aceasta este necesar şi suficient ca 
etA- e”, y+B=y+2kr, keZ, V) z,yEe nR. 


Din prima egalitate rezultă A = 0, iar din a doua B = 2kr, k € Z*. 
Aşadar, T poate lua toate valorile Tk = 2kri, cu k € Z*. Ti = 2mi, este 
perioada principală. m 


5.7.4 Funcțiile circulare şi funcţiile hiperbolice 
Definiţia 5.7.2 Pe mulţimea numerelor complexe Ç definim următoarele 
funcţii: 
e funcţiile circulare cosinus şi sinus, notate cos, respectiv sin, cu 
valorile 
eiz $ ez eiz — e7? (5 65) 


cosz = — sinz = ———, (W)zec; 


e funcțiile cosinus hiperbolic şi sinus hiperbolic, notate cosh, res- 
pectiv sinh, cu valorile 


z —z Z _ pZ 
cosh z = a sinh z = a (v) ze. (5.66) 


Observaţia 5.7.2 Funcţiile definite în (5.65) sunt prelungiri în Ç ale func- 
țiilor reale date în (5.27). O observaţie similară are loc şi pentru funcţiile 
hiperbolice. 


Teorema 5.7.7 Funcţiile circulare şi funcțiile hiperbolice au următoarele 
proprietăţi: 


e sunt funcţii olomorfe pe Ç ale căror derivate sunt: 
(cos2) = —sinz, (sinz) = cos z; 


(cosh 2) = sinh z, (sinh z} = cosh z; 
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e funcțiile circulare cos şi sin au aceleaşi perioade ca restricţiile lor la IR, 
iar perioada lor principală este 2r. Funcţiile hiperbolice au periaodele 
Tk = k- 2ri, k € Z*, perioada principală fiind 2rri; 


e între funcţiile circulare şi funcţiile hiperbolice există relaţiile 
cosiz =coshz, siniz=isinhz, (v)zec; (5.67) 


e zerourile funcţiilor circulare sunt numere reale şi coincid cu zerourile 
restricțiilor lor la IR, 


cosz = 0 Z kr, sinz = 0 z= kr, kez, 


iar cele ale funcţiilor hiperbolice sunt: 


cosh z = 0 => 2 = i(% + kr); sinh z = 0 => z = kri, kez. 


Demonstraţie. Funcţiile e77, e7, e“ rezultă din compunerea unor func- 
ţii elementare olomorfe pe Ç. În consecinţă, funcțiile cos z, sin z, cosh z, 
sinh z sunt olomorfe pe Ç, fiind combinaţii liniare de funcţii olomorfe pe 
Ç. Pentru calculul derivatelor acestor funcţii folosim operaţiile cu funcții 


olomorfe. Avem 


z 


l., 
(cos z) = (ie — ie”) = = — sinz. 


Celelalte formule de derivare se obţin analog. 
Pentru determinarea, perioadei funcţiei cos z se procedează ca în Teorema 
5.7.6. Aşadar încercăm să determinăm T 7 0, astfel încât să avem 


cos (z +T) = cosz, (Y) zel, 


de unde se găseşte Tk = 2kr, k € Z*. Perioada principală se obține pentru 
fer 

Pentru celelalte funcţii se procedează similar. 

Din (5.65) rezultă 


+ e” e? (A e” 


cos iz = => cosh z, siniz = S E isinh z. 
i 


e” 


Pentru determinarea zerourilor funcţiei f(z) = cos z, rezolvăm ecuaţia 
cos z = 0. Aceasta conduce la e% + e “* = 0 care este echivalentă cu ecuația 
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e” = —1. Punând z = z + iy şi comparând modulele şi argumentele, se 
obţine sistemul 

e% = 1 

2r = m+Okr, kez, 


T 
de unde deducem y = 0, z = 3 + kr, k € Z. Prin urmare, funcţia cos z are 
zerourile z = 7 + kr, kez. 

Analog se determină şi zerourile celorlalte funcţii. = 


Observaţia 5.7.3 Folosind (5.65), se pot demonstra uşor relaţiile: 


COS (24 + 22) = cos z1 cos 23 — sin 24 SİN 22 


sin (z1 + 22) = sin 24 COS 22 + sin 2 COS 24 


2 


cos? z + sin? z = 1 


2 2 


cos 2z = cos? z — sin“ z 


sin 2z = 2 sin z cos Z. 
Din acestea, folosind relațiile (5.67), rezultă 


cosh (z1 + 22) = cosh z1 cosh z2 + sinh 21 sinh z2 
sinh (24 + 22) = sinh 21 cosh 23 + sinh 22 cosh 21 
cosh? z — sinh? z = 1 
cosh 2z = cosh? z + sinh? z 


sinh 2z = 2 sinh z cosh z. 


Părţile reale şi părțile imaginare ale funcţiilor circulare şi hiperbolice se 
pot obţine acum cu uşurinţă. De exemplu, 


sin z = sin(x + îy)=sin z cos iy + sin iy cos z =sin x cosh y + i sinh y cos z. 


Definiţia 5.7.3 Funcţiile circulare tg z, cot z şi funcţiile hiperbolice tanh z, 
coth z se definesc prin: 


sinz cos 2 sinh 2 cosh z 
tgz = ; cotz = ——; tanhz = ; coth z = — ; 
cos z sinz cosh z sinh z 
Vom trece la studiul unor funcții uzuale obținute prin inversarea unor 


funcții olomorfe. 
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5.7.5 Funcţia logaritmică 


Dacă în transformarea 
ue, (5.68) 


definită de funcţia exponențială, intervertim rolul variabilelor, obţinem tran- 
sformarea 


z= ev = ef, (5.69) 


care defineşte o nouă funcţie w = f(z), numită inversa funcției exponenţiale. 
Să folosim scrierea exponențială a unui număr complex (5.25) şi să notăm 


z=re; w=u+iv, (5.70) 


unde r şi 6 € [0, 27) sunt modulul, respectiv argumentul numărului complex 
z. 
Înlocuind (5.70) în (5.69), în care w = u + iv, obtinem egalitatea 


re? = ett => e". eè, (5.71) 


Cum funcţia, exponențială este periodică şi cum două numere complexe 
sunt egale dacă şi numai dacă modulele lor sunt egale iar argumentele diferă, 
prin 2kr, unde k € Z, rezultă: 


r=e"; v=0+2kr. (5.72) 


Prima din relaţiile (5.72) este o egalitate între două numere reale şi deci 
u = lnr. 
In acest mod, funcţia w = f(z) definită în (5.69) are expresia 


f(z) = nr + i(0 + 2kr) (5.73) 
şi se numeşte funcția logaritmică, notată cu 
w = Logz. (5.74) 


Funcţia complexă de variabilă complexă (5.74) generalizează funcţia 
reală de variabilă reală x — In şi extinde definiţia acesteia, în domeniul 
complex. Deoarece constanta k poate lua orice valori întregi, funcţia log- 
aritmică (5.74) are, pentru aceeaşi valoare a variabilei z, o infinitate de 
determinări. 

Funcţia logaritmică (5.74) se mai scrie 


1 
w = Logz = nr + î(0 + 2kr) = 3 In (z? + y?) + i(arctg ” + 2kr). (5.75) 
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p y A i tea A ; 
Pentru funcţia arctg — se ia determinarea cuprinsă între —7 şi +7, care 
recos = x 
rsin6 = y 
Se verifică uşor că funcţia (5.75) este monogenă şi se observă că ea este 


definită în orice punct al planului complex situat la distanţă finită, fără 
origine, iar în origine ia valoarea oo. 


verifică, egalităţile: 


Definiţia 5.7.4 O funcţie compleză de variabilă compleză f(z) se numeşte 
multiformă dacă unui punct z din domeniul de definiţie al funcției îi core- 
spunde cel puţin două valori ale funcţiei f(2). 


Datorită constantei k din (5.75) care poate lua orice valoare întreagă, 
funcţia. logaritmică, este multiformă şi are o infinitate de valori. Acest rezul- 
tat se datorează faptului că funcţia exponențială, deşi este olomorfă în tot 
planul cu excepţia punctului de la infinit, nu este injectivă. 

Se pune întrebarea dacă funcţia Logz nu se poate descompune într-o 
infinitate de funcţii uniforme. Acestea se obţin dând succesiv lui k diferite 
valori întregi. 

Această descompunere este posibilă, însă funcţiile astfel obţinute, numite 
determinările sau ramurile funcţiei Log z, nu sunt fără legături între ele, ci 
ele se continuă unele pe altele formând împreună o singură funcţie, funcţia 
multiformă Log z. 

Să presupunem că am ales o valoare fixă pentru k. Avem 


Log z = Inr+î(0+ 2kr). 


Dacă z descrie un contur închis care înconjoară o singură dată originea 
în sens pozitiv, plecând din punctul zọ = rpei% Æ 0 şi revenind în acelaşi 
punct, funcţia pleacă de la valoarea In ro + î(0p + 2kr) şi ajunge cu o altă 
valoare, după cum vom constata. 

Mărimea razei vectoare r = |z| variază de la valoarea ro, însă revine 
la valoarea iniţială fără a se anula (conturul nu trece prin origine), ceea ce 
înseamnă, că partea reală a funcţiei pleacă de la valoarea In ro şi revine tot 
la ea după o variaţie continuă. 

Partea. imaginară însă, pleacă de la valoarea 0o + 2kr şi, după ce variază 
continuu, ajunge la valoarea (0p+271)+2k7, deci partea imaginară ia valoarea 
finală 0o + 2(k + 1)r. 

Prin urmare, funcţia Log z pleacă de la valoarea 


Log z0 = ln ro + î(0o + 2kr) 
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şi ajunge la valoarea 
Log +120 = ln ro + î(0o + 2(k + 1)7) 


care este determinarea corespunzătoare lui k + 1. 

Aşadar, când z înconjură originea, diferitele determinări ale funcţiei 
Logz se permulă între ele şi de aceea nu le putem privi ca pe nişte funcţii 
independente (nu se pot separa) ci trebuiesc considerate ca ramuri ale unei 
singure funcţii multiforme. 


Definiţia 5.7.5 Se numeşte punct critic al funcției complexe de variabilă 
complexă f un punct a E€ Ç cu proprietatea că în orice domeniu care-l 
conține, funcţia f este multiformă. 


Dacă z înconjură originea. de p ori în sens pozitiv, Log z creşte cu 2pri, iar 
dacă z înconjură originea de p ori în sens negativ, creşterea este —2pri. 

Evident, dacă z descrie un contur închis care nu înconjură originea, func- 
ţia, Log z revine la valoarea ei iniţială. 

Fiecare din determinările (ramurile) funcţiei Logz este o funcţie uni- 
formă şi olomorfă. în orice domeniu care nu conţine originea O. Pentru a fi 
siguri că un domeniu oarecare al funcţiei logaritmice nu conţine originea, în 
planul complex (z) se efectuează o tăietură printr-o semidreaptă prin ori- 
gine. În planul complex în care este practicată această tăietură, oricare din 
funcţiile Logyz este funcţie uniformă deoarece orice curbă închisă din acest 
plan nu poate înconjura originea. 

Permutarea, determinărilor funcţiei, deci caracterul ei de funcţie mul- 
tiformă, se manifestă numai în domenii care conţin originea. Prin urmare, 
pentru funcţia. Log z originea are un caracter singular şi se numeşte un punct 
critic al funcţiei. 

După analiza funcţiei logaritm, se poate da o nouă definiţie funcţiei 
multiforme precum şi a funcţiei uniforme. 


Definiţia 5.7.6 Funcția f : D — Ç este multiformă în domeniul D C 
C dacă în D există un contur închis pe care transformarea w = f(z) îl 
transformă într-un arc deschis wowp din planul uO'v. 


Definiţia 5.7.7 Funcția f : D — Ç este uniformă în domeniul D dacă 
w = f(z) transformă orice contur închis situat în D într-un contur închis 
din planul uO'w. 
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Derivata funcţiei Log z se obţine uşor observând că, din însăşi definiţia, 
funcţiei logaritmice, avem 
eLo82 = z (5.76) 


În membrul întâi al relaţiei (5.76) avem o funcţie compusă care este 
monogenă, în tot planul coplex la distanţă finită cu excepţia originii. De- 
rivând şi ţinând cont de (5.76), pentru z Æ 0 avem, 


1 
eLOg zZ A (Log 2) = 1 = (Log 2) = = (5.77) 


Mai general, plecând de la (5.77), obţinem 


_ 7) 
TO) 


Se observă că atât (5.77) cât şi (5.78) sunt extinderi în complex ale unor 
rezultate din real. 


(Log f) (5.78) 


5.7.6 Funcția radical 


Fie funcția 


0 ..@ ie 

w= yz = Vr( cos +i sin) = Vre2 

şi să presupunem că z descrie o dată, în sens pozitiv, cercul cu centrul în O 
şi rază ro plecând din punctul 20 = roei%. Atunci w pleacă de la valoarea 


wo = Togel) 2 şi, în timp ce 0 creşte de la valoarea ĝo la valoarea 6o + 27, 


0 Oo f Snn . 
3 creşte de la valoarea > la valoarea 5. + 7, iar w variază continuu de la 
bo 
r iz TIT g fa ut 

wo la w9 = yroe 2 = —wy. Dacă z descrie iarăşi acelaşi cerc, w revine 
la valoarea iniţială. wo după o variaţie continuă. 

Prin urmare, funcţia radical are două determinări (ramuri) yz şi = vZ, 
sau 


fu (2) => yr eli0)/2, fa(2) i: yT e(i9)/2, 


care se permută, între ele atunci când z înconjură originea. Se vede că 
originea, este singurul punct critic al funcţiei situat la distanţă finită sau 
punct de ramificaţie pentru funcţia f(z) = yz. 

Dacă în planul complex efectuăm o tăietură de-a lungul unei semidrepte 
care pleacă din origine, punctul z nu mai poate descrie curbe închise care să 
înconjure originea. 
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Observaţia 5.7.4 În planul complex la distanţă finită în care am făcut 
tăietura descrisă, funcţiile fi(2) şi fa(2) sunt uniforme. 


In concluzie, funcţiile fi(2) si f2(2) sunt uniforme în orice disc deschis 
care nu conţine originea. 
5.7.7 Funcții trigonometrice inverse 


Dacă în definiţia funcţiei w = cos z intervertim rolurile variabilelor z şi w, 
obţinem funcţia inversă 


w = arccos z (5.79) 
dată de , ; 
vw —ıw 
& = Cos: = E (5.80) 


Ultima ecuaţie se poate scrie şi în forma 
e” — 2ze + 1 =0, (5.81) 


de unde ei = z + y22 — 1 şi deci 


1 
w = arccos z = = Log (z + v 2? — 1). (5.82) 
i 


In mod analog se defineşte funcţia trigonometrică inversă w = arcsin z 
punând z = sin w. Se găseşte 


e” — 2izei —1 = 0, (5.83) 


care are rădăcinile e = iz + Vl — 2? ce la rândul lor conduc la expresia 
funcţiei trigonometrice inverse 


1 
arccos z = = Log (iz + v1 — 22). (5.84) 
i 


Se vede că atât arccos z cât şi arcsin z sunt funcţii multiforme de z, căci 
atunci când z înconjurà o datà punctul z = —1 sau z = 1, radicalul schimbă 
semnul, iar când punctul z+v z? — 1 înconjură odată originea, funcţia, creşte 
cu 2r. Prin urmare, pentru aceste două funcţii inverse, punctele z = —1 şi 
z = 1 sunt puncte singulare pe care le numim şi aici puncte critice. 

Funcţia w = arctg z se defineşte punând 


z=tgw = => ea E 
i ew +] 1 — iz 
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de unde rezultă că expresia funcţiei trigonometrice inverse (inversa funcţiei 
tg) este 

+ iz 

1 —îz! 


1 
w = arctg z = — Lo 
2i 


Această funcție este, de asemenea, multiformă, având punctele critice z = 
SEs i. 


Analog se introduce funcția inversă a funcției trigonometrice cotangenta 
lui z. 

De remarcat că toate aceste funcţii trigonometrice inverse se exprimă 
cu ajutorul funcţiei logaritmice aplicată unor expresii algebrice, ceea ce nu 
apare în studiul acestor funcţii în real. 

Datorită prezenţei funcţiei logaritmice în expresiile acestor funcţii trigo- 
nometrice inverse, rezultă că fiecare din ele are o infinitate de determinări. 


5.7.8 Funcţii algebrice 
O ecuaţie algebrică, de forma 
Ao(2)u” + As(2)u 1 +--+ Anoa(2)w+ An(2) =0 


defineşte pe w ca funcţie de z. Dacă funcţiile A7(2) sunt uniforme într-un 
domeniu D, se vede că w va fi o funcţie multiformă de z, având n determinări 
pentru pentru fiecare z € D. Dacă toţi coeficienţii A(z) sunt polinoame în 
z, funcţia w este definită în tot planul (z) şi se poate arăta că are un număr 
finit de puncte critice în acest plan. O astfel de funcţie se numeşte funcție 
algebrică, deşi în general nu se poate exprima cu ajutorul radicalilor şi al 
operaţiilor raţionale efectuate asupra lui z. 

Există însă şi funcţii multiforme de variabilă z care au o infinitate de 
determinări, cum am văzut în cazul funcţiilor Log z, arctg z, etc. Acestea nu 
sunt funcţii algebrice şi de aceea se numesc funcţii multiforme transcendente. 


5.8 Exerciţii rezolvate 


Exerciţiul 5.8.1 Să se determine punctele singulare la distanţă finită ale 
funcţiilor de mai jos cercetând pentru fiecare din ele şi comportarea în punc- 
tul de la infinit: 


— 9 4 
4. f(z) ză 1 a EL e= z? — 322 


22—62+9' 
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Soluţie. Cu excepţia primei funcţii care este un polonom de gradul 2, 
celelalte sunt funcţii raţionale. 


1. 


Funcţia f(z) este un polinom, deci este funcţie olomorfă în tot planul 
complex la distanță finită. Punctul de la infinit este pol de ordinul al 
doilea pentru această funcţie. 


. Funcţia de la acest punct fiind funcţie raţională, rădăcinile numitorului 


sunt puncte singulare de tip pol. Prin urmare, z1 = 0 şi z2 = —1 
sunt poli de ordinul unu. Deoarece gradul numărătorului este mai 
mic decât gradul numitorului, punctul de la infinit este punct ordinar. 
Prin urmare, funcţia, dată este olomorfă în orice domeniu, mărginit 
sau nemărginit, care nu conţine punctele z1 = 0 şi z2 = —1. 


. Punctele 2 = 2 şi z2 = 4 sunt poli de ordinul al doilea, iar z = œ este 


punct ordinar. Domeniul maxim în care funcţia f(2) este olomorfă 
este planul complex din care s-au scos punctele z1 = 2 şi z2 = 4. 


1 


3 
. Punctele z1 = 1 şi z2 = — -= + „3 sunt poli de ordinul unu, iar z = oo 


este punct ordinar. Prin urmare, funcţia f(z) este olomorfă în orice 
domeniu, mărginit sau nemărginit, care nu conţine punctele z1 şi 2. 


. La distanţă finită, funcţia f(z) are ca singularităţi pe z1 = 2i şi z2 = 


—2i care sunt puncte singulare de tip pol, fiecare din ele fiind pol de 
ordinul trei. Punctul z3 = oo este pol de ordinul doi. Prin urmare, 
funcţia f(z) este olomorfă în orice domeniu mărginit care nu conţine 
punctele z1 = 2i şi z2 = —2i. 


. Punctul z1 = 3 este pol de ordin doi, iar z2 = oo este pol de ordin 


cinci. Funcţia f(z) este olomorfă în orice domeniu mărginit care nu 
conţine punctul z1. E 


Exerciţiul 5.8.2 Să se afle singularităţile funcțiilor de mai jos, precizân- 
du-se natura punctului de la infinit: 


4. 


f(2)=vz2+9, 2. f(2)= a, 3. f(z) = n —; 


z—=1’ 


Liz. 
l-z’ 


f(z) = n 
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Soluţie. Primele două funcţii sunt legate de funcţia radical, următoarele 
două sunt compuneri ale funcţiei logaritmice cu funcţii raţionale, iar ultimele 
sunt compuneri ale funcţiei exponenţiale cu o funcţie raţională şi respectiv 
cu o funcţie circulară. 


1. 


z1 = — ĝi şi z2 = + 3i sunt puncte critice algebrice, iar z = oo este 
pol de ordinul unu. Funcţia f(z) este multiformă, are două ramuri şi 
fiecare din ele devine uniformă dacă în planul complex se face o tăietură 
care să unească cele două puncte singulare la distanţă finită. Tăietura 
cea mai indicată este segmentul de dreaptă de pe axa imaginară cu 
extremităţile în z1 şi z2. Fiecare din ramuri este funcţie olomorfă în 
orice domeniu mărginit al planului în care s-a efectuat tăietura. 


. Punctul 2 = 1 este pol de ordinul unu, iar punctele z2 = 0 şi z3 = œ 


sunt puncte critice algebrice. 


. Punctele z1 = 0, z2 = i şi z3 = œ sunt puncte critice logaritmice. 


Funcţia f(z) are o infinitate de determinări (ramuri), fiecare din ele 
fiind o funcţie olomorfă în orice domeniu mărginit inclus în planul 
complex din care se exclude tăietura care poate fi reprezentată. de 
segmentul de dreaptă ce uneşte punctele z1 şi z2. 


. Punctele z1 = —1 şi z2 = 1 sunt puncte critice logaritmice, iar punc- 


tul de la infinit este punct ordinar. Funcţia f(2) are o infinitate de 
determinări (ramuri), fiecare din ele fiind o funcţie olomorfă în orice 
domeniu mărginit sau nemărginit inclus în planul complex din care se 
exclude segmentul de dreaptă ce uneşte punctele z1 şi z2. 


. Punctele z1 = 0, z2 = 1 sunt puncte singulare esenţiale izolate, iar 


z = œ este punct ordinar. 


. z = k, unde k € Z, sunt puncte singulare esenţiale izolate, iar z = oo 


este punct singular esenţial neizolat deoarece este limita unui şir de 
puncte singulare esenţiale. 


Exerciţiul 5.8.3 Să se studieze funcţiile multiforme: 


1. fi(2)=vz+l, 2. fa(z)= Vl; 


3. fs(z)= Log y 4. falz) = [v22 +1 Log(z2? +1). 
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Soluţie. 1. Notăm 


0 SE 
b 3 roe 2, z— = rae 


z+l=r z 


Atunci funcţia fı(z) se scrie 


filz) ne Vrurarg ekniki(61-+02-+03)/2, 


Ţinând seama de reprezentarea, geometrică a adunării şi scăderii nu- 
merelor complexe, rezultă că rı este lungimea segmentului care uneşte punc- 
tul —1 cu z, iar 01 este unghiul dintre axa reală şi acest segment, măsurat în 
sens direct trigonometric. Interpretări analoage avem pentru r2, 62 şi r3, 03. 

Cele două ramuri ale funcţiei fi(2) sunt: 


fulz) = „/rirgrzet(®1+t82+03)/2, fiz(z) = „/rirgrzetT ti(61+62+03)/2, 


Observăm că fi2(2) = — fia (2). 
Dacă punctul z descrie un arc de curbă zM7, plecând din punctul z şi 
fără a înconjura nici unul din punctele 


_ 1=iy3 


_1+iv3 
2 = A 9 


z1 = —1, Z2 2 


23 
funcţia fı revine la aceeaşi valoare, ceea ce înseamnă că fi (27) = fi(2), unde 
expresia lui f.(2) poate fi una din cele scrise mai sus. 

Dacă z descrie arcul de curbă zN2, înconjurând unul din punctele 21, 
22, 23 sau toate trei şi dacă funcţia fı pleacă de la valoarea fi(2), ea va 
ajunge la valoarea 


falh = /rararg eâ(kr+(01+02+63)/2) = — fu (2) 


deoarece k = 1 dacă este înconjurat un punct şi k = 3 dacă sunt înconjurate 
toate punctele. 

Dacă z descrie un arc de curbă care uneşte z cu 2 înconjurând două din 
cele trei puncte, funcţia fı revine cu aceeaşi valoare. 

Deci, când punctul z descrie o curbă care înconjoară un număr impar 
din cele trei puncte, funcţia fı trece de la o determinare la alta, iar când 
curba înconjoară un număr par de puncte valoarea funcţiei nu se schimbă. 

Punctele 21, 22, 23 sunt punctele critice ale funcţiei fi. 

Dacă facem anumite tăieturi în planul complex (2), ramurile funcţiei fi 
devin funcţii uniforme pentru că nu mai există posibilitatea înconjurării unui 
punct sau mai multe din cele trei. 
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Tăieturile se pot efectua în patru moduri. Trei din aceste moduri constau 
dintr-un segment ce uneşte două din cele trei puncte la care se adaugă câte 
o semidreaptă cu extremitatea în cel de al treilea punct, semidreaptă ce nu 
trebuie să intersecteze segmentul care uneşte celelalte două puncte. Cel de 
al patrulea sistem de tăieturi constă din trei semidrepte disjuncte care au 
extremităţi câte unul din cele trei puncte. 

2. Cu notaţiile făcute, valorile funcţiei f2 se scriu 


PRR 
f(z) = S/rirars e 3 t3(01+02+0s) 


Procedând similar, găsim că funcția fə are trei determinări (cele ob- 
tinute dând lui k valorile 0, 1 şi 2) şi că prin efectuarea tăieturilor fiecare din 
ramuri devine uniformă şi olomorfă în orice domeniu care nu intersectează 
tăieturile. 

3. Cu notația z — i = re, z +i = rpei?2, functia fa se scrie 


fs(z) = n + i(i —02+ 2kr), kez. 
2 


Dacă z descrie un arc de curbă care uneşte pe z cu 7’ înconjurând punctul 
z = i, funcția devine 


f(z) = b + î(01 + 27 — 02 + 2km) = 2ri + f3(2). 


Dacă arcul descris înconjoară pe z = —i, avem fa(2) = fa(2) — 2mi. Când 
arcul descris înconjură ambele puncte z = —i şi z = i, funcţia revine cu 
aceeaşi valoare. Făcând o tăietură (de exemplu, segmentul care uneşte cele 
două puncte), ramurile funcţiei devin uniforme. Aceste ramuri sunt uniforme 
în orice domeniu simplu conex care nu conţine nici unul din punctele critice 
ale funcţiei f3. 

4. Cu aceleaşi notații ca la funcţia precedentă, funcţia f4(z) se scrie 


falz) = VTITo EEEN Tn TITo + i(0i + 03 + 2k17)), kk e Z 


şi se studiază ca mai sus. mi 


Capitolul 6 


Integrala curbilinie. 
Teoremele lui Cauchy 


6.1 Integrala curbilinie în planul complex şi pro- 
prietăţile ei fundamentale 


Fie C o curbă netedă pe porţiuni de lungime L situată în planul complex 
(2) de ecuaţii parametrice 


z = (t) 

C': teja, b], a,BeR=|-o,+o], 
y = p, 

unde funcţiile p şi V sunt derivabile pe porţiuni, derivatele Y’, Yy’ sunt conti- 


2 2 
nue şi satisfac condiţia (7 ©) + (v (6) > 0. Specificarea coordonatelor x 
şi y ale punctelor curbei C este echivalentă cu specificarea funcţiei complexe 
de variabilă reală 


G:laB]—= C, cE =el tipt), tela pl, 
sau cu specificarea ecuației curbei C cu ajutorul variabilei complexe z = 
x + iy, 
C: z=¢(t), tele. 
Presupunem că în fiecare punct al curbei C este dată funcția complexă 
f(2) = u(x, y) + iv(z,y). 
Conceptul de integrală a funcției f(z) pe curba C se introduce asemănă- 


tor cu integrala curbilinie din real. 
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Astfel, se consideră o partiție a curbei C în n arce prin punctele de diviz- 
iune Co, (1, (2,..-, Cn, care corespund valorilor crescătoare ale parametrului 
t, notate respectiv to = &, t1, t2,...,tn—-1,tn = B, unde tk < tea. Notăm 
AG, = k — poa şi formăm suma integrală 


unde Ç% este un punct arbitrar de pe arcul curbei C de extremităţi Çk—1 
ŞI Çk- 


Definiţia 6.1.1 Dacă există limita sumei integrale (6.1) pentru 
max(|AG|, 1 <k <n)—0 


şi aceasta este independentă de partitia curbei C şi de alegerea punctelor 
intermediare Ç%, atunci se spune că funcţia complexă de variabilă complexă 
f(2) este integrabilă pe curba C, iar limita se numeşte integrala funcţiei 
f(z) pe curba C şi se notează 


| f(2)dz. (6.2) 
C 


Problema existenței integralei (6.2) se reduce la problema existenței unor 
integrale curbilinii reale de tipul al doilea ale părţii reale u şi părţii imaginare 
v a funcţiei f(z). Intr-adevăr, scriind 


FCK) = ul Pt) + dul PE), Aa = Ag + Am, 


unde P% (€x, ný) € C este imaginea numărului complex G; = ¿š + ing, putem 
reprezenta expresia (6.1) ca 


n 


E(Ck, Ck) = 2 (n (P JAg- o(PEAm) +Y (e (P JA& + u( PAn). 


k=1 i=1 


Partea reală şi partea imaginară a sumei X(Cp, (4) sunt sumele integrale ale 
respectiv integralelor curbilinii de al doilea tip 


I u(x, y) dz — v(x, y) dy; I v(x, y)dz + ulz, y)dy, (6.3) 
C C 


cu presupunerea că, pentru existența integralelor (6.3), şi deci a integralei 
(6.2), este suficient ca funcţiile reale u şi v să fie continue pe porţiuni. 
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Astfel, integrala (6.2) ia forma 


de f(z)dz = J u(x, y) dz — v(x, y) dy + i | vle y)dx + u(x, y)dy, (6.4) 


Această relaţie poate să servească ca definiţie a integralei curbilinii a funcției 
f(2) pe curba C. 

FEnumerăm câteva proprietăţi care sunt consecinţe evidente ale proprie- 
tăţilor integralelor curbilinii de speța a doua: 


(2)dz = — (2)dz; (6.5) 


f: 
BA 


VA f(z)dz + je | f(2)dz = |, na f(2)dz; (6.6) 
AC f(2) + bg(2))dz = af f(z)dz + 7 g(2)dz, (6.7) 


unde C1 U Co este juxtapunerea curbelor C1 şi C2 (se presupune prin ur- 
mare că extremitatea curbei C1 coincide cu originea curbei C2), a şi b sunt 
constante complexe oarecare, iar f şi g sunt funcţii complexe pentru care 
există integralele pe curba C; 


Ji 
AB 


| [toas f Olds, (6.8) 


unde ds este elementul de arc al curbei C, integrala din membrul drept fiind 
o integrală curbilinie reală de speța întâi; 


EGA <M.L, (6.9) 


cu M = max |f(2)]; 


ZEG 


f tis | AADO, (6.10) 
C T 


unde 2 = p(() este o funcţie olomorfă care stabileşte o corespondenţă biu- 
nivocă între curbele C şi L; 
p 1 
[1d | EO dt, (6.11) 


z = C(t), t € [a, 8] fiind o reprezentare parametrică a curbei C cu ex- 
tremităţile ((a) şi ((6). 
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Egalitaea (6.11) este un caz particular al celei din (6.10) şi constitue 
formula, de calcul a integralei curbilinii în complex. 

Integrala din membrul al doilea din (6.11) este o integrală definită a unei 
funcţii complexe de variabilă reală care se scrie 


KOLLE J * CLEDO) H,O (0) Hat 


p 
KEDCO = f (DANO — otet), (0) dt 


p 
+ if (U OWO +o, Edt 
Exerciţiul 6.1.1 Să se calculeze integrala curbilinie în complex 


je fe zaie (6.12) 
T 
unde n € Z, pe un cerc T cu centrul în punctul zo € C şi rază r. 
Soluţie. Considerăm parametrizarea cercului 
t— C(t) = zo + re*, te [0,27], 


unde r este raza cercului. 
Inlocuind z cu C(t) şi dz cu C'(t)dt = riedt, conform formulei (6.11), 
deducem 


27 27 
În = T irrt eiln )tdt = aa. ein qţ. 
(0) 


0 
Pentru n = —1, integrala [_1 are valoarea [_1 = 2ri, iar pentru n Æ —1 
avem 
prti 2ri(n+1) 
In = — (e -1)=0. 
” nl E ) 


Am obținut următorul rezultat, care ulterior ne va fi util 


fie — a)”dz = | 


Observăm că rezultatul obţinut; nu depinde de raza r a cercului şi nici 
de centrul său 29.. m 


0, pentru nEeZ\{-1} 


2ri,pentru n=]. 
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Exerciţiul 6.1.2 Să se calculeze integrala curbilinie | 2"dz, n € IN, pe 
[i 

frontiera semi-discului D = {z = x + iy| z? +4? < a?, y>0). 

Soluţie. Fie porțiunile de curbe 


Tı = tz=z+iylzel-a,a],y=0], 
T2 {z = x + iy| z? +y? =a?, y > 0} 


ale căror ecuații parametrice sunt: 
Tı: t= y(t)=t, te [|-a,a]; Ta: t= y(t) =aež, te[f0, 7]. 


Deoarece IT = Ii UL>, integrala se scrie ca o sumă de două integrale şi 
fiecăreia i se aplică formula de calcul (6.11). Avem: 


a T N x 
] z”dz = Í z”dz + z”dz = J t” dt + aneini . aie” dt = 
r Tı Ta -a 0 


a an pe il(n+1)t y — 
ngt ODE) tai se dt =0, 
deoarece 
m 1 , 1 
int y — iin+Dr _ 1) — DEET). 
| ere t te E ral E ei) 


Vom demonstra mai jos (vezi relaţia (6.15)) că integrala pe orice contur 
dintr-o funcţie olomorfă este nulă şi prin urmare rezultatul găsit este justi- 
ficat dacă avem în vedere că funcţia, polinom este olomorfă în orice domeniu 
mărginit. E 


Observaţia 6.1.1 Formula (6.4) şi relația (6.11) permit extinderea concep- 
tului de integrală improprie a unei funcții reale de o variabilă reală la cazul 
unei funcții complexe de o variabilă complexă, care este o integrală curbilinie 
dintr-o funcţie compleză pe o curbă de lungime infinită. 


Definiţia 6.1.2 O integrală improprie de primul tip pe o curbă infinită C 
se zice că este convergentă dacă există limita şirului de integrale compleze 


n— oo 


lim ee f(2)dz, (6.13) 


unde (Cn) este un şir de curbe cu proprietăţile: 
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e C, este o parte de lungime finită a curbei C'; 
e lim Cn= C 
N—OO 


şi această limită nu depinde de alegerea şirului (Cn). 
Dacă există limita (6.13) numai pentru o anumită alegere a şirului de 


curbe (Cn), integrala improprie Í f(2)dz se numeşte convergentă în sen- 
C 


sul valorii principale. 


În cele ce urmează vom considera integrale din funcții complexe olomorfe 
într-un anumit domeniu a cărui frontieră, să fie o curbă închisă netedă pe 
porţiuni care nu are puncte multiple (curba nu se intersectează pe ea însăşi). 
O astfel de curbă va fi numită contur şi are ecuaţia z = C(t), t € [a, 8] C R, 
unde funcţia (t) satisface condiţia ((t1) Æ ((t2) pentru ti Z t2, cu excepţia 
lui tı = a şi t2 = 6. Integrala (6.2) de-a lungul unei astfel de curbe se va 
numi integrală pe contur. 


6.2  Teoremele lui Cauchy 


Deoarece valoarea unei integrale pe contur depinde de sensul de parcurgere 
al curbei, convenim să luăm drept sens pozitiv acel sens de parcurgere care 
lasă la stânga domeniul limitat de curbă. Sensul contrar acestuia, se nu- 
meşte sens negativ de parcurgere al conturului. Integrarea pe un contur C 
parcurs în sens pozitiv din funcţia complexă de variabilă complexă f(2) se 


va, nota J f(z)dz; dacă conturul este parcurs în sens negativ, integrala 
C+ 


corespunzătoare se va nota prin J f(z)dz. Când nu se menţionează sensul 
de parcurs iar curba pe care se face integrarea este un contur, deci când vom 
întâlni scrierea | f(2)dz, se va subînţelege că sensul de parcurs al curbei C 


este cel pozitiv. 

Proprietăţile integralei pe contur din funcţii continue pe domeniul închis 
limitat de acel contur şi olomorfe în domeniul mărginit de conturul respectiv 
sunt determinate în mare măsură de proprietăţile obişnuite ale integralelor 
curbilinii reale de al doilea tip. Una din aceste proprietăţi stabileşte legătura 
între integrala curbilinie de speța a doua pe un contur parcurs în sens pozitiv 
şi o anumită integrală dublă pe domeniul mărginit de contur. 


Teorema 6.2.1 Dacă funcţiile P şi Q sunt continue pe domeniul închis 
DUC mărginit de conturul neted pe porțiuni C şi derivatele lor parţiale de 
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primul ordin sunt continue pe domeniul D, atunci are loc relaţia 
ð OP 
| Ptraz+ 0 = || (Ra ete )azau, (6.14) 
c JJ Oz Oy 


numită formula integrală Riemann-Green. 
Să demonstrăm un rezultat fundamental al teoriei funcţiilor complexe. 


Teorema 6.2.2 (Teorema lui Cauchy pentru un domeniu simplu 
conexe) Dacă funcţia complexă de variabilă compleză f : D — Ç este 
olomorfă pe domeniul simplu conex D din planul complex (z), atunci 


n f(z)dz = 0, (6.15) 
T 


oricare ar fi conturul T C D. 


Demonstraţie. Deoarece funcţia f(z) = u(z,y) + iv(z,y) este olomorfă 
pe D, funcţiile u şi v admit derivate parţiale de ordinul întâi continue în D 
care satisfac în D condiţiile Cauchy-Riemann: 


ðu ðv 
(29) = gy O 9) 
(6.16) 
j a Cta) 
Oy T, Y z Ər T, Y i 


Să notăm cu Di C D domeniul simplu conex limitat de un contur oarecare 
T c D şi să aplicăm formula (6.14) integralelor curbilinii reale de al doilea 
tip din membrul doi al relaţiei (6.4) folosind totodată (6.16). Avem: 


Ov ðu 
fuix-vas= |] (- 3 = gy) dedy = 0; (6.17) 
Dı 
ðu v 
| ode udy =) (3 — D)W (6.18) 
Di 
Relaţiile (6.4), (6.17) şi (6.18) demonstrează teorema. E 


Teorema 6.2.2 stabileşte că integrala unei funcții complexe pe orice con- 
tur situat în domeniul D de olomorfie al funcţiei este zero. 

Dacă se impune condiţia suplimentară ca funcţia f să fie definită şi con- 
tinuă pe frontiera C a domeniului D, ea însăşi un contur (D este o mulţime 
deschisă, simplu conexă), Teorema 6.2.2 are loc şi pentru C = 9D. 
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Ultima afirmaţia este un enunţ uşor modificat al 'Teoremei 6.2.2. Da- 
torită importanţei sale în aplicaţiile practice, vom formula această afirmaţie 
într-o teoremă, separată. 


Teorema 6.2.3 (A doua formulare a teoremei lui Cauchy pentru 
domenii simplu conexe) Dacă f(2) este o funcţie olomorfă într-un dome- 
niu simplu conex D mărginit de conturul C şi este continuă pe domeniul 
închis DUC, atunci integrala funcţiei f(z) de-a lungul frontierei C a dome- 
niului D este zero: 


J f(z)\dz =0. (6.19) 
C 


Teorema de mai sus a fost formulată pentru un domeniu simplu conex, 
însă ea poate fi generalizată la cazul unui domeniu multiplu conex. În acest 
caz, frontiera totală a domeniului este formată din mai multe contururi: 
conturul exterior Co şi contururile interioare C1, C2,...,Cn. Oricare două 
contururi sunt disjuncte. Sensul pozitiv de parcurgere a frontierei totale a 
unui domeniu multiplu conex va fi acela pentru care domeniul este lăsat la 
stânga. Astfel, Co este traversat în sens pozitiv, iar contururile interioare 
sunt parcurse în sens negativ (sensul acelor de ceasornic). 


Teorema 6.2.4 (Teorema lui Cauchy pentru domenii multiplu co- 
nexe) Dacă f(z) este funcție olomorfă pe domeniul multiplu conex D mär- 
ginit pe exterior de conturul Co şi pe interior de contururile C1, C2,..., Cn 
şi f este funcţie continuă pe domeniul închis D U C, unde C = ðD = 
CoUC1UC2U---UC, este frontiera totală a domeniului D parcursă în sens 


pozitiv, atunci f f(2)dz = 0, relație echivalentă cu una din formele: 
C 
J f(z)dz +f f(z)dz +f f(z)dz +--> +f f(z\dz=0; (6.20) 
(ORE O (95 Ör 


A Hod = f, todt |, ddt |, f(z)dz. (6.21) 


Demonstraţie. Fie curbele netede p,p,...,pL care leagă conturul ex- 
terior Co cu fiecare din contururile interioare C1, C2, ..., Cn. Curbele 
Co, C1,..., Cn Si Vis %o-::;9m, ultimele parcurse în ambele sensuri, lim- 
itează un domeniu simplu conex. În baza Teoremei 6.2.3, integrala de-a 
lungul frontierei acestui domeniu este zero. Cum integralele de-a lungul 


1Curbele 71, %2,- . - , Yn se aleg astfel încât să nu să se intersecteze şi pot fi în particular 
segmente de dreaptă 
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curbelor auxiliare 1, %2, ..., Y/n apar de două ori, dar în sensuri opuse, ele 
se anulează şi deci obţinem (6.20). 
Relaţia (6.21) se deduce uşor din precedenta. m 


2 
Z pe con- 


Exemplul 6.2.1 Aplicând teorema lui Cauchy funcţiei f(z) = e” 
turul unui dreptunghi de laturi 2R şi —, situat în semiplanul superior, simet- 


ric în raport cu axa imaginară şi cu una din laturile de lungime 2R situată 
pe axa reală, să se arate că 


+00 +00 | 
] e”? dz = j e~ (etic) da. (6.22) 


Să se calculeze apoi valoarea integralei improprii 
too 2 2k 
I i e” cos —x dr. 
0 a 


Soluţie. Funcţia f(z) = e-2 este olomorfă în întreg planul, prin urmare 
integrala sa pe orice contur este nulă. 

Considerând conturul din enunţ şi trecând la limită pentru R — oo, 
obţinem 


R 
N et! 
lim e“ du + lim e * dz+ 
R—oJ-R R= JI 
-k52 ? 
lim e~ tia) dg + lim e? dz =0, 
R=>œJ-R R=>œ JIV 


unde JI şi IV reprezintă laturile dreptunghiului paralele cu axa imaginară 
situate de o parte şi de alta a ei la distanța R. 

A doua şi a patra integrală este egală cu zero pentru că modulul inte- 
grantului tinde la zero când R — œ şi din egalitatea de mai sus rezultă 
(6.22). 

Dar egalitatea (6.22) se poate scrie în forma 


+00 2 k2 +00 2 2; k 
af e” dr = e? e” e adr. (6.23) 
—00 —00 
+00 ; 
Dacă, ţinem seama de faptul că f e`% dr = z şi că e! = cosp — 
i sin p, din (6.23) deducem 
+00 2k 2 k2 
J e”? cos gdr = Vne 2. (6.24) 
i a 


Această integrală va fi folosită în unul din capitolele următoare. m 
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Exerciţiul 6.2.1 Să se calculeze integrala 


z 
pafe 
[= 2 


unde LT este cercul cu centrul în origine şi raza a £4 1, parcurs în sens pozitiv. 


Soluţie. Funcţia f(z) = 
D\{-1,1}. 

Dacă a < 1, funcţia f(z) este olomorfă pe domeniul simplu conex A a 
cărui frontieră este cercul I. Conform primei teoreme a lui Cauchy, I = 0. 

Dacă a > 1, domeniul închis A UT nu mai este un domeniu de olomorfie 
pentru funcția f. În această situaţie, considerăm cercurile T} şi T>, incluse 
în A, de raze ri < 1 şi ro < 1. Notăm cu A; şi Ao discurile mărginite de T1 
şi [o şi fie A4 şi Ag închiderile acestor discuri. 

Domeniul A \ (A: U A2} şi frontiera sa sunt incluse în D, deci putem 
aplica Teorema 6.2.4 şi folosi relaţia (6.21) a acesteia. Obţinem 


z z z 
= | ——d z —— d | i 
| ara k e PER 


unde contururile IL] şi l'2 sunt parcurse în sens pozitiv. 


2 
7 este olomorfă, pe domeniul triplu conex 
A: — 


Cum 23 > alzar t za) ever 


z 1 1 1 1 
is dz = d dz. 
l E Peral 90 


În conformitate cu (6.12) prima integrală din exprimarea lui J4 este egală 
cu 2ri. A doua este nulă deoarece A, este inclus în domeniul de olomorfie 


1 
al funcţiei z > fi(2) = a deci J} = ri. 
Analog se dovedeşte cà I2 = 7 dz = mi, prin urmare I = + = 
T> Zi 
27, pentru orice a > 1. E 


6.3 Integrala nedefinită 


Rezultatul demonstrat mai jos este o consecință a teoremelor lui Cauchy. 
Fie f(z) o funcţie olomorfă pe un domeniu simplu conex D din planul 
complex (2). Fixăm un punct 20 € D şi notăm 


f FO dG 
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integrala de-a lungul unei anumite curbe situată în întregime în D şi care 
leagă punctele zo şi z. În baza teoremei lui Cauchy, această integrală este 
independentă de curba de integrare din domeniul D, deci este o funcţie 
uniformă, de limita superioară, de integrare z definită pe D. Notând această 


funcţie cu P(2), avem 
2 


| KOL =S). (6.25) 
z0 
Teorema 6.3.1 Dacă funcţia f(z), definită şi continuă în domeniul simplu 
conex D, are proprietatea că integrala acesteia pe orice contur L, în întregime 
inclus în D, este egală cu zero, atunci funcţia P(2) din (6.25) este olomorfă 
în D, (z) = f(z) şi &(2) este funcţie continuă pe D. 


Demonstraţie. Evaluăm raportul incrementar al funcţiei P(2) în vecină- 
tatea punctului z 


(z+ = — (2z) Zu = (i poe - Í KO) S a iii poa. 


Deoarece integralele care apar sunt independente de drum, alegem drept 
curbă ce uneşte punctele z şi z + Az segmentul de dreaptă de extremităţi z 
şi z + Az. 


0 


A z+Az 
In baza relaţiei evidente r dÅ = Az, putem scrie 


zZ 


PERO L ol l FEO- toa, 


Aplicând proprietatea (6.9), găsim 
[PEAD _ ps max IO- fo) 
Az = i 


Ge|z,z+Az] 


In baza continuității funcţiei f în punctul z, pentru orice număr pozitiv 


e există 6 > 0 astfel încât |Az| < 6 implică max  |f(6)— f(2)| < €, astfel 
Ce[z,z+Az] 
că pentru orice e > 0 există ô > 0 cu proprietatea 


| (z + Az) — (2z) 
Az 


Din aceasta inegalitate rezultă că există limita în Az = 0 a raportului in- 
crementar al funcţiei ®(z) în vecinătatea punctului z şi această limită este 
f(2). Prin urmare, putem scrie 


fura (z + Az) — 0(2) 
Az—0 Az 


f) <e, pentru 0< JAz| < ô. 


= 9'(2) = f(2), 
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ce arată că (z) este o funcţie olomorfă în domeniul D, (z) = f(z) şi 
derivata sa este funcţie continuă pe D deoarece f este continuă pe D. m 


Teorema 6.3.1 sugerează introducerea noţiunii de integrală nedefinită a 
unei funcţii compleze de o variabilă compleză. 


Definiţia 6.3.1 O funcţie olomorfă (z) se numeşte primitiva funcţiei 
f(z) în domeniul D dacă în acest domeniu are loc relaţia b'(2) = f(z). 


Este evident că funcţia f(z) are o infinitate de primitive şi oricare două 
asemenea, primitive diferă printr-o constantă. 


Definiţia 6.3.2 Mulțimea tuturor primitivelor funcţiei f(z) se numeşte in- 
tegrala nedefinită a funcţiei f(2). 


La fel ca în cazul funcţiilor reale, are loc relaţia 
z2 
| KOK = Pa) Fla), 
zi 


unde F(z) este o primitivă a lui f(z). 
Intr-adevăr, integrala din membrul drept este independentă. de calea de 
integrare şi drept urmare 


| noaz= f? tod- | tod, (6.26) 


unde zọ este un punct arbitrar din domeniul D. Conform relaţiei (6.25), 
fiecare din integralele din membrul doi a egalităţii (6.26) este o primitivă a 
funcţiei f(z). 

Deoarece oricare două primitive ale funcţiei f(z) diferă printr-o con- 
stantă, nu are importanţă care primitivă este folosită în (6.26). 


Exemplul 6.3.1 Un exemplu de interes pentru mai târziu este funcţia de- 
finită prin, integrala 
z de 
f(2)= | —. (6.27) 
1-6 
Soluţie. Să observăm că integrantul lui (6.27) este o funcţie analitică (olo- 
morfă şi cu derivata funcţie continuă) în întreg planul complex, cu excepţia 
punctului z = 0. Curba pe care se face integrarea în (6.27) nu trebuie să 
conţină, originea care este pol simplu pentru funcţia de integrat. In orice 
domeniu care nu conţine originea, funcţia f(z) este uniformă iar integrala 
din membrul doi al relaţiei (6.27) nu depinde de drumul de integrare. Pentru 
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a se realiza aceasta vom considera planul complex (2) căruia i s-a efectuat 
o tăietură, care ar putea fi semiaxa reală nepozitivă. 

Prin urmare, domeniul maxim D în care funcţia f(2) din (6.27) poate 
fi definită, este -m < Argz < mt. Vom presupune că drumul de integrare 
în (6.27) se află în întregime în domeniul de mai sus, deci nu intersectează 
tăietura, şi nici nu trece prin origine. 

Alegând drept cale de integrare segmentul |1, x], avem 


f(z) = T “ = na (6.28) 


şi deci pentru valori pozitive ale argumentului, funcţia. f(z) coincide cu func- 
ţia logaritm natural de o variabilă reală. Prin urmare, pentru funcţia (6.27) 
definită în domeniul —7 < Argz < t, avem 


N 


E (6.29) 


Log z = 


Egalitatea (6.29) poate fi considerată definiția ramurii principale a func- 
tiei logaritmice în complex. In baza relației (6.25) avem 


(oa) = = (6.30) 


Aşadar, în domeniul —r < Argz < 7, derivata funcţiei logaritmice are 
aceeaşi expresie cu cea a funcţiei reale In x, cu deosebirea că se înlocuieşte 
z cu z. m 


6.4 Integrala Cauchy 


Teoremele lui Cauchy dau posibilitatea stabilirii unei relaţii numită formula 
integrală a lui Cauchy. 
6.4.1  Deducerea formulei integrale a lui Cauchy 


Fie funcţia complexă de variabilă complexă f, olomorfă într-un domeniu 
simplu conex D, conturul I situat în D şi z un punct interior domeniului 
A C D de frontieră, I. Să considerăm integrala 


I FO ae, (6.31) 
TC 
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unde variabila. complexă. de integrare Ç descrie întreg conturul I. Privită ca 
funcţie de Ç, expresia de sub semnul integralei (6.31) este olomorfă în A, cu 
excepţia punctului ( = z unde devine infinită dacă f(z) Z 0. Izolăm punctul 
z cu un cerc y de rază suficient de mică astfel încât să nu existe puncte 
comune cu I. Atunci, Teorema 6.2.3 ne dă 


FO ue FEO 
[a= | (6.32) 


Pentru e > 0 există r > 0 suficient de mic pentru ca y să nu intersecteze 
cercul I, astfel încât (Y) G € y să avem 


HOSIN) MEA ze Veen (6.33) 


ceea ce este posibil, căci f(z) este olomorfă, deci continuă pe mulțimea A. 
Avem 


FO p f Fn) ap aa de n(c, z) 
ee | dc = 4] + | d. (6.34) 


G— 2 G—z N a 
ii dc (6,2) 
. NMG 2 E i 
= 2 d(| < - |2ri| = e. 6.35 
je zi, je |< l2mi = e (6.35) 
Deoarece în (6.35) e se poate alege oricât de mic, urmează 


nC, z) _ 
] Toi 0 (6.36) 


Folosind (6.35) şi (6.36) în (6.34), deducem 


[| EO- ae = arife), 
T => 


Ç 
din care rezultă formula integrală a lui Cauchy 
1 
sa a, (6.37) 
2ri Jr -z 


fundamentală în teoria, funcţiilor analitice. 

Formula (6.37) arată că dacă se ştiu valorile funcţiei f(G) pe conturul T, 
iar funcţia f(C) este olomorfă într-un domeniu simplu conex D care conține 
în interior peT, valoarea funcției f este determinată în orice punct z interior 
lui L. 
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Observaţia 6.4.1 În (6.37) integrarea se face de-a lungul conturului T în 
întregime situat în domeniul de olomorfie al funcţiei f(G) şi care conține 
punctul z. Dacă se impune şi condiţia de continuitate a lui f în domeniul 
închis D = DU OD, în baza Teoremei 6.2.2 rezultă o formulă similară celei 
din (6.37), dar în care integrarea se face de-a lungul conturului C al dome- 
niului simplu conex D. Aşadar 


Josa f FO ac. (6.38) 


2ri Jo (-—z 


Observaţia 6.4.2 Consideraţiile de mai sus rămân valabile şi în cazul unui 
domeniu multiplu conex D având frontiera exterioară Co şi frontierele inte- 
rioare curbele închise, netede pe porţiuni C1, C2,..., Cn, disjuncte două câte 
două şi în întregime situate în interiorul lui Co. Cu condiţia suplimentară 
de continuitate a funcţiei f pe închiderea domeniului D, are loc formula 


rozl E- f ISa- Ea ea 


Exerciţiul 6.4.1 Se cere valoarea integralei 


r= f Z COSTZ y 
Fal” 


unde T este o curbă simplă închisă, netedă sau netedă pe porțiuni, care nu 


conține punctele —1 şi 1. 


Soluţie. Fie A domeniul mărginit care are ca frontieră curba T. Se disting 
cazurile: 


1. A nu conţine nici unul din punctele —1 şi 1. În acest caz, AUT =A 
Z 


este inclus în domeniul de olomorfie al funcţiei z — T deci 
Z — 
I = 0; 
2. 1 € A iar —1 ¢ A. Funcţia fı cu valorile fı(z) = Ta este olo- 
z 


morfă pe A şi, conform formulei integrale a lui Cauchy, 


3. —1 € A, 1 ¢ A. Functia fa(2) = o este olomorfă pe A, deci 
aa 
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4. —1 € A, 1 € A. În acest caz, considerăm discurile w1 şi wz de centre 
—1, respectiv 1 şi de raze suficient de mici astfel încât w1 U W2 CA 
şi cercurile frontieră y1 = w1, Y2 = w2 să nu aibă puncte comune. 
Conform 'Teoremei 6.2.4, are loc o egalitate de forma (6.21) 


Z COSTZ Z COSTZ Z COSTZ 
dz = 5 dz - E dz, 
r 2%-—1 Ta 2-1 T pe = 
cele două integrale din membrul doi încadrându-se în câte unul din 
cazurile precedente şi deci I = —2ri. L] 


6.4.2 Consecințe ale formulei lui Cauchy 


Există remarci importante referitoare la formula integrală a lui Cauchy scrisă 
sub forma (6.38) sau sub forma (6.39), după cum domeniul D este simplu 
sau multiplu conex. 

FO 


O integrală de forma J +—>— d¢ de-a lungul unui contur L situat în 
z 


întregime în domeniul de olomorfie D al funcţiei complexe f are sens pentru 
orice punct z situat în planul complex şi care nu este pe frontiera domeniului. 
Dacă z se află în interiorul domeniului A limitat de curba închisă şi netedă 
pe porţiuni I, atunci valoarea integralei este 27if(2); dacă z este situat 
în afara conturului I, valoarea integralei este zero, deoarece în acest caz 
integrantul este funcţie olomorfă pe domeniul A şi, conform Teoremei 6.2.2, 
integrala este nulă. Astfel, avem 


1 KO _ f(z), dacă zeA, 
dihtz d = (6.40) 
ri jr 6 —z 0, dacă zgAUI. 
, _ F EFO A d 
Pentru z € T integrala I(z) = = dC nu există în snsul obişnuit; 
r-z 


totuşi, în condiţii suplimentare asupra comportării funcţiei f (Ç) pe conturul 
T, acestei integrale i se poate atribui o valoare. Astfel, dacă pe conturul T 
funcţia f(G) satiface condiţia Holder 


F) — F(G)| < | — o”, O<v<l, 


atunci integrala (z) există în sensul valorii principale a lui Cauchy: 


jn l FO 
VP I(2) = lim 5 a a 
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unde T; este porţiunea din T, exterioară cercului |(—z| < e. Se demonstrează 


VPI(2) = fo) 


şi prin urmare (6.40) devine 


f(z), dacă zeA, 


Ea dc 0, dacă z ¢AUrPT, (6.41) 
2ri Jr -z 


1 
z (2) dacă zel. 


Exercitiul 6.4.2 Să se calculeze integrala I(a) = dz, n € IN, pe 


cercul L cu centrul în origine şi raza egală cu 1 şi din rezultatul găsit să 
se deducă valoarea principală în sensul lui Cauchy pentru două integrale 
improprii reale cu singularitatea în intervalul de integrare. 


Soluţie. Conform (6.41), avem 
0, dacă |a|>1, 
I(a) = 
2ria”, dacă ļ|aļ|<1. 


In cazul când |a| = 1, rezultă că a € T şi integrala se calculează în sensul 
valorii principale a lui Cauchy. Prin urmare, scriem scrie 


VPI(@)=VP 


dz = ria”. 


rz—a 
Dacă punem în evidență partea reală şi partea imaginară a ultimei inte- 
grale, din ultimul rezultat putem deduce valoarea principală în sens Cauchy 
pentru alte două integrale reale. 
Pentru aceasta, fie p € [0,27] argumentul numărului complex a € I, 
deci a = et’. Parametri ar cercul T prin 0 — z = e°, 0 € [0,27] şi ultima 


ein 
integrală devine VP ———— ei? d0 = men? Dar, 
ein — einp 
e8 1 1 ( i COS T) 
z z = z = (A 
ein — eing 1 — ei(e—0) 2 sin 2-6 ? 


astfel cà , introducând în egalitatea de mai sus, rezultă 


Ti e"? do E Te cos £ d gin d0 = eine. 
2 2 sin 254 
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Prima integrală este nulă. Egalând părţile reale şi imaginare, obţinem 


p—0 


27 cos p—0 
VP | —— 2 cosnddd = 2rsinngp, 
0 sın IN 


p p—0 
sın Di 


27 cos p—0 
VP | 2- sinndd0 = —2mcosnp, 
0 
care sunt valorile principale în sens Cauchy pentru două integrale improprii 
cu singularitatea în punctul 0 = g. = 


O altă consecinţă, a formulei integrale a lui Cauchy este formula valorii 
medii care exprimă, valoarea, unei funcţii olomorfe în centrul unui cerc ca o 
medie (o integrală) a valorilor sale pe frontiera cercului. Să deducem această 
formulă. 

Fie f(z) o funcţie olomorfă în domeniul simplu conex D şi fie 20 un punct 
oarecare al acestui domeniu. Fiind un punct interior, se poate descrie cercul 
CR, de rază Ro cu centrul în zo care să fie în întregime situat în D. Folosind 
formula integrală a lui Cauchy, obţinem 


(20) = z ji F) dz. 


2ri Ro 2 — 20 


Deoarece pe cercul Cp, avem z = 20 + Ro e*?, obţinem relaţia, 


1 27 Í 
f(z) = = | f(z2o + Roe? )do, 
T JO 
care se mai scrie în forma 


Fa) = zg | 1ds, (6.42) 


unde ds = Rody este elementul de arc al cercului. 
Relația (6.42) se numeşte formula valorii medii. 


6.5 Integrale depinzând de parametru 


Funcţia de integrat din formula lui Cauchy (6.39) depinde de două variabile: 

variabila, de integrare Ç aparţinând unei curbe C pe care se face integrarea 

şi z € D, unde D este un domeniu oarecare iar C este o curbă oarecare. 
Astfel, integrala. Cauchy este o integrală depindzând de parametrul z. 
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Să studiem proprietăţile generale ale integralei Cauchy. 

Fie dată o funcţie complexă de două variabile complexe p(2,() unic 
definită pentru valorile variabilei complexe z = x + iy dintr-un domeniu D 
şi pentru valorile unei variabile complexe Ç = + iņ care aparţine unei curbe 
netede pe porţiuni C. 

Poziţiile domeniului D şi curbei C pot fi oricare. 

Să presupunem că sunt satisfăcute următoarele condiţii: 


1. Pentru orice valoare a lui Ç € C, funcţia p(z,6) este analitică în dome- 
niul D, adică p(2,() este funcţie olomorfă în raport cu variabila z şi 


ia Ç) este funcţie continuă pe mulţimea D x C; 


Oz 


o 
2. Funcţiile (z, Ç) şi la Ç) sunt continue de variabilele z, G luate îm- 
preună pentru o variaţie arbitrară a lui z în domeniul D şi al lui Ç pe 


curba C. 


Condiţia a doua semnifică faptul că părţile reală şi imaginară a derivatei 
de mai sus sunt continue în raport cu variabilele z, y, £, n. 

Cu presupunerile făcute, integrala funcţiei p(2, () de-a lungul curbei C 
există pentru orice z € D şi această integrală este o funcţie de variabila z, 


F(2) = 1 ouae (6.43) 


Prezentăm o proprietate fundamentală a funcţiei F(z) definită în (6.43). 


Teorema 6.5.1 Funcția F(z) definită de (6.43) este olomorfă în domeniul 
D şi derivata sa se poate calcula derivând funcţia de sub semnul integrală 
în raport cu variabila z. 


Demonstraţie. Să notăm cu u(x, y, £, n) si v(x, y, £, n) părţile reală şi imag- 
inară ale funcției y(z,¢). Atunci partea reală a funcţiei F(z) este integrala 
curbilinie reală de speța a doua 


U(x, y) = | uleng) dE — v(x, y, €, n) dn. 


Deoarece am presupus că funcţiile u gi v posedă derivate parțiale conti- 
nue, derivatele parţiale ale functiei U (x, y) există şi pot fi calculate derivând 
sub semnul integral: 


Ulz) = use — vad Uz) = | use — vada 
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Aceste derivate sunt, la rândul lor, funcţii continue de variabilele z şi y 
în domeniul D. 

În baza proprietăţilor similare ale funcţiei V(z,y) si ţinând cont că 
p(2, G) satisface condiţiile Cauchy-Riemann, obţinem: 


Key = ji vydE+uydn = i E E U, 


Vzlz, y) = f vad un = - | tud — vada = —Uy. 


Aceste relațiil arată că F(z) satisface condiţiile Cauchy-Riemann ceea ce 
demonstrează că funcția F(z) este olomorfă în domeniul D. Să observăm că 


F'(2) = Ualz,y)+iVelzy) = 
= | wat vaân+i | vadé+usdn= f AR 
C C c Oz 


Aşadar, este posibil să calculăm derivata integralei derivând parțial în 
raport cu paramterul sub integrală, iar dacă O? satisface cele două condiţii 


z 
de mai sus, F'(2) este funcţie olomorfă în domeniul D. E 


6.6 Expresia derivatelor unei funcții olomorfe 


Proprietatea stabilită în Teorema 6.5.1 permite calculul derivatelor unei 
funcţii olomorfe şi stabilirea unei proprietăţi importante ale acestor derivate. 

După cum am văzut, valoarea funcţiei f(2), olomorfă într-un anumit 
domeniu D mărginit de conturul C şi continuă pe închiderea, acestui domeniu 
pot fi exprimate în punctele interioare ale acestui domeniu în funcţie de 
valorile funcţiei pe contur: 


iii ji FO ac. (6.44) 


~ 2i cQ-—z 


Să considerăm un subdomeniu închis D al domeniului D ale cărui puncte, 
inclusiv cele de pe frontieră, au proprietatea că distanţa până la punctele 
frontierei C' sunt mai mari sau egale cu numărul pozitiv d. Prin urmare, 
avem |z — (| > d. 


Atunci, funcţia p(2,() = FO este o funcție de z olomorfă în dome- 
-z 
o 
niul D’ şi e FO este o funcție continuà de argumentele sale în 


dz (C-z) 
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D!. În baza proprietăţilor generale ale integralelor depinzând de parametru, 
derivata f'(2) se poate reprezenta în punctele interioare ale domeniului D’ 
în forma 


1 FO 
1 
= dÅ. 6.45 
Po zhe ak (6.45) 
Integrala (6.45) este tot o integrală care depinde de un parametru şi funcţia 
de integrat are aceleaşi proprietăți ca şi integrala (6.44). In consecinţă, f'(2) 
este o funcție analitică în domeniul D’ şi are loc formula 


2 FO) 
A 
= dÅ. 6.46 
"o= hert (6.46) 
Deoarece pentru orice punct z € D se poate construi un subdomeniu de 
forma D’, formulele (6.45) şi (6.46) sunt adevărate în orice punct z € D. In 
teorema de mai jos enunţăm rezultatul general. 


Teorema 6.6.1 Fie f(z) o funcție olomorfă în domeniul D şi continuă în 
domeniul închis DU C, unde C este frontiera lui D. Atunci există derivata 
de orice ordin a funcției f(z) în punctele lui D şi are loc 


| 
f(z) = — JA fe Si S d, Y) ne N, WzeD. (6.47) 
Demonstraţie. Relaţia (6.47) se obţine prin repetarea raționamentului 
precedent care ne-a condus la expresiile primelor două derivate ale funcției 
f(z). m 

Aşadar, dacă f(z) este olomorfă în domeniul D, atunci f(z) are derivate 
continue de orice ordin în acel domeniu. Această proprietate a unei funcţii 
de variabilă. complexă, o distinge în mod esenţial de o funcţie de o variabilă 
reală care are prima derivată continuă într-un anumit domeniu. În cazul 
funcţiilor de o variabilă reală, existenţa. derivatelor de ordin superior nu 
rezultă din existenţa. primei derivate. 


Teorema 6.6.2 (Teorema lui Morera) Dacă f este o funcţie complexă 
continuă într-un domeniu simplu conex D şi are proprietatea că integrala 
sa pe orice contur inclus în D este nulă, atunci f este funcție olomorfă pe 
D. 


Demonstraţie. În ipotezele acestei teoreme, s-a demonstrat că funcţia 
Z 
F(z) = f(Ċ)d¢, unde zo şi z sunt puncte arbitrare din D şi integrala 


zo 
este considerată pe orice drum cu extremităţile zo şi z care este în întregime 
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situat în D, este o funcţie olomorfă în D şi F'(2) = f(z). Însă, derivata 
unei funcţii olomorfe este o funcţie olomorfă, ceea ce înseamnă că există o 
derivată tot continuă a funcţiei F'(2), şi anume funcţia F” (z) = f'(2). m 


Observaţia 6.6.1 Teorema 6.6.2 este, într-un anumit sens, inversa Teo- 


remei lui Cauchy. Ea poate fi generalizată pentru domenii multiplu conexe. 


Teorema 6.6.3 (Teorema lui Liouville) Dacă f(2) este funcţie olomorfă 
în planul complez şi modulul ei este uniform mărginit, atunci f(2) este iden- 
tic egală cu o constantă. 


Demonstraţie. Din ipoteză rezultă că există M > 0 astfel încât în toate 
punctele z ale planului să avem 


F| < M. (6.48) 
Folosind formula (6.45), obtinem 


, 1 
ro=z |, Pau (6.49) 
unde Cp este cercul |¢ — z| = R. Aplicând (6.42), deducem 
1 
ro = z J 1O, (6.50) 


unde ds este elementul de arc al cercului CR. 
Aplicând proprietatea (6.8) şi folosind (6.48), din (6.50) obţinem: 


M 
KOES |, hola E (6.51) 


Deoarece am considerat întreg planul, raza R se poate alege oricât de 
mare şi această alegere nu depinde de funcţia f(2) şi nici de derivata sa. 
Rezultă astfel că |f'(2)| = 0. Cum z este arbitrar, deducem că f'(2) = 0 
în întreg planul complex. Deci f(z) este funcţia constantă deoarece aceasta 
este singura funcţie definită în întreg planul care are derivata identic nulă. 


Am introdus funcţiile trigonometrice şi am demonstrat că ele sunt func- 
ţii analitice în întreg planul complex. În baza Teoremei 6.6.3 ele nu pot fi 
uniform mărginite în planul complex căci dacă ar fi astfel, fiecare din ele ar 
fi funcţia, constantă. 

Rezultă că există valori ale lui z astfel încât | sin z| > 1. 

Prin urmare, funcţiile trigonometrice de o variabilă complexă diferă e- 
senţial de funcţiile corespunzătoare din real. 


Capitolul 7 


Serii de funcţii analitice în 
complex 


În acest capitol se vor examina unele proprietăţi ale seriilor de funcţii ale 
căror termeni sunt funcţii complexe de o variabilă complexă. Un rol special 
în teoria funcţiilor de variabilă complexă îl au seriile de funcții analitice si, 
în particular, seriile de puteri 


OO 


5 Cn(z — 20)”, 


n=0 


unde cn sunt numere complexe cunoscute iar zọ este un punct fixat din 
planul complex. Studiul acestor serii este important atât pentru stabilirea 
unor proprietăți ale funcțiilor complexe de o variabilă complexă cât şi în 
aplicaţii. 


7.1 Funcţii analitice 


Definiţia 7.1.1 Funcţia compleză de variabilă compleză f € F(D, C) se 
numeşte funcţie analitică în domeniul D C Ç dacă f(z) este olomorfă şi 
derivata f'(2) este continuă în D. 


Observaţia 7.1.1 O condiţie necesară şi suficientă pentru ca funcţia com- 
pleză de variabilă complexă f(z) = u(z,y)+iv(z,y) să fie analitică în dome- 
niul D C Ç este existența derivatelor parţiale continue ale funcţiilor u(x, y) 
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şi vu(z,y) care să satisfacă condiţiile Cauchy-Riemann 


ðu ðv 
(7.1) 
ðu Ov 


(29) = gz E9) 


Vom vedea că noţiunea de funcţie analitică este fundamentală în teoria 
funcțiilor complexe de o variabilă complexă datorită rolului important în 
rezolvarea multor probleme de matematică pură şi în diverse aplicații ale 
funcţiilor complexe de o variabilă complexă. 

Relaţile Cauchy-Riemann (7.1) se pot da şi sub altă formă. 

Deoarece numărul complex z = x + iy € D se poate scrie sub forma 
exponențială z = re'?, unde r = |z| şi p = Arg z, rezultă că valorile funcţiei 
f(z) se pot da astfel încât părţile reală şi imaginară să depindă de r şi g, 
adica 

f(2) = ulr, p) + iv(r, p). 


Cunoscând legăturile între r, p şi z, y 


| x = r cos o (7.2) 


y = rsinp 


şi folosind derivarea funcţiilor compuse, din (7.1) şi (7.2) obţinem o altă 
formă a, condiţiilor Cauchy-Riemann 


ðu _ lð 
ðr rop 
l ðu ðv 9) 
rOp Or 


Dacă, valoarea funcţiei f într-un punct oarecare z al domeniului D în 
care este analitică se scrie în forma f(z) = R(x, y) ei?(2%), atunci condiţiile 
Cauchy-Riemann sunt 


OR _ pda 
Oz Oy (7.4) 
ƏR p 92 i 
Oy ax’ 


unde R(x, y) şi P(x,y) sunt modulul şi respectiv argumentul lui f(z). 
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Dacă funcţia f(z) este analitică în domeniul D, atunci pentru f'(2) pot 
fi date următoarele patru expresii: 


pe) = Fenti Zes): (75) 
rO = Gta ti len) (76) 
ro = (Fenti en] (7.7 
ro = (gta) + itzi) (73) 


Din Definiţia 7.1.1 şi Definiţia 5.5.1 rezultă că funcţiile analitice sunt 
olomorfe, prin urmare proprietăţile funcţiilor olomorfe sunt adevărate şi 
pentru funcţiile analitice. 


7.2 Serii de funcţii de o variabilă complexă, uni- 
form convergente 


Considerăm şirul de funcţii complexe de variabilă complexă (un), unde un € 
F(D, Ç) sunt funcţii uniforme definite pe domeniul D şi seria de funcţii 
asociată. acestui şir 


n=l 


Observaţia 7.2.1 O serie de funcţii complexe uniforme este ansamblul 


seriilor de numere complexe 
OO 


Xo (2), (7.10) 


n=l 


unde 2 este un punct oarecare al lui D. 


In cele ce urmează, o serie de funcţii complexe va fi notată fie în forma 


(7.9), fie în forma (7.10). 


Definiţia 7.2.1 Seria de funcţii complexe de variabilă compleză (7.9) se 
numeşte convergentă în domeniul D dacă pentru orice z € D seria de 
numere compleze (7.10) este convergentă. 
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Dacă seria(7.9) este convergentă în domeniul D, atunci în D se poate defini 
o funcţie complexă uniformă, f a cărei valoare în fiecare punct z € D este 
suma seriei numerice (7.10). Această funcţie se numeşte suma seriei (7.9) în 
domeniul D. 

În baza definiţiei convergenţei unei serii, pentru orice punct fixat z € D 
şi pentru orice număr pozitiv e există un număr natural N, care depinde de 
e şi z, astfel încât 


n 
f(z) — 5 uklz)| <£, pentru orice n > N(e,z). 


La fel ca în cazul seriilor de funcţii reale de variabilă reală, noțiunea de 
convergentă uniformă joacă un rol important în teoria funcțiilor de variabilă 
complexă. 


Definiţia 7.2.2 Dacă pentru orice număr pozitiv e există un număr natural 
N care să depindă numai de e astfel încât pentru orice n > N(e) inegalitatea 


F(2) — XS ule) < e (7.11) 


să fie satisfăcută pentru toate punctele z € D, seria (7.9) se numeşte uni- 
form convergentă în domeniul D. 


OO 


Dacă rn(z) = >o ug(z), restul de ordin n al seriei (7.10), condiţia (7.11) 
n+l 
se poate scrie în forma 


ralo) <e V) n>N(e), şi zeD. (7.12) 


Prezentăm unele proprietăți remarcabile ale seriilor uniform convergente 
de funcții complexe care sunt asemănătoare seriilor de funcţii reale de vari- 
abilă reală uniform convergente. 


Teorema 7.2.1 (Criteriul lui Weierstrass) Dacă toți termenii seriei de 
funcţii compleze (7.10) satisfac condiția 


lun (2)] < lan], (WzeD, (7.13) 


OO 


şi seria de numere reale > an este absolut convergentă, atunci seria (7.9) 


n=l 
este uniform convergentă pe domeniul D. 
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Demonstraţie. Din definiţia seriei absolut convergente, rezultă că seria, 
OO 


numerică > jan| este o serie convergentă, deci pentru orice e > 0 există 


n=1 
OO 
N(e) € IN astfel încât 5 la| < € pentru n > N(e). Însă, din (7.13) 
k=n+1 


şi criteriul lui Cauchy de convergență a unei serii numerice rezultă cà în 
domeniul D au loc inegalităţile 


OO OO oO 


D uls D ols E lale, (Y) n> Ne), 
k=n+1 k=n+1 k=n+1 
care demonstrează convergența uniformă a seriei (7.9) în domeniul D. m 


După cum se constată, criteriul lui Weierstrass este o condiție suficientă, 
pentru uniforma convergență a unei serii de funcții complexe. 


Teorema 7.2.2 (Criteriul lui Cauchy) O condiție necesară şi suficientă 
de convergentă uniformă a seriei (7.9) într-un domeniu D este ca pentru 
orice e > 0 să existe un număr natural N(e) astfel încât în toate punctele 
lui D 


|Sn+m(2) — Sn(2)]| <€, Y) n > N(e), me", (7.14) 
unde Sn(z) = 5 up(z) este suma parțială de rang n a seriei. 
k=1 


Demonstraţie. Necesitatea. Din convergenţa uniformă a seriei (7.9) re- 
zultă că (Y) e > 0 există un rang N (e) astfel încât în toate punctele z € D 
au loc inegalitățile 


IF) — Sniml2)| < Ê 


= (7.15) 


pentru orice n > N(e) şi pentru orice număr natural m. Pe de altă parte, 
|Sn+m(2) — Sn(2)] < |Sn(2) — f(2)] + IF) — Sn+mh2)l. (7.16) 
Folosind (7.15) şi (7.16), deducem (7.14). 


Suficienţa. Din relaţia (7.14) rezultă că pentru orice z € D fixat, şirul 
de numere complexe (Sn(z)) este convergent. Aceasta înseamnă că seria de 
numere complexe (7.10) este convergentă şi are suma 


f(z) = lim Sa(2). 
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Prin trecere la limită pentru m — oo în (7.14) se obţine 
im [Siml — Sa(2)| = 72) eE (n > Ne), ze. 


Aceasta demonstrează că seria de funcţii (7.10) este uniform convergentă 
în domeniul D. E 


Corolarul 7.2.1 Dacă o serie de funcții este uniform convergentă, ter- 
menul ei general tinde la zero. 


Să examinăm unele proprietăți generale ale seriilor de funcții complexe uni- 
form convergente. 


Teorema 7.2.3 Dacă funcţiile un E F(D, C) sunt continue în domeniul 
OO 


D, iar seria de funcţii complere 5 Un converge uniform în acest domeniu 
n=1 

şi are suma f(z), atunci f(z) este o funcție continuă în domeniul D. 

Demonstraţie. Pentru studiul continuității funcției f într-un punct oare- 

care z € D, evaluăm expresia |f(z + Az) — f(2)|, unde z + Az aparţine 


domeniului D. 
OO 


In baza uniformei convergenţe a seriei > un(z) în domeniul D, pentru 


n=1 
orice e > 0 se găseşte un rang N = N(e) € IN* astfel încât pentru toate 
punctele z,z + Az € D au loc inegalităţile: 


N 
E E 
|Z f(z+ Az) — Sa (z + Az) )| < zi = Susto)] < 3: (7.17) 
k=1 k=1 
Cum funcţiile up(2) sunt continue în orice punct z € D, pentru e > 0 
arbitrar şi un număr natural N, există ô > 0 astfel încât 


(7.18) 


pentru |Az| < ô. Din (7.17), (7.18) şi din faptul că valoarea absolută a sumei 
nu întrece suma valorilor absolute a termenilor ei, rezultă, că pentru orice 
e > 0 există un ô > 0 astfel încât | f(z + Az) — f(z)| < e pentru |Az] < 5, 
ceea ce demonstrează continuitatea funcției f în domeniul D. E 
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Teorema 7.2.4 Dacă seria de funcţii continue (7.9) este uniform conver- 
gentă pe un domeniu D şi are suma f(2), atunci f(2) este funcţie integrabilă 
pe orice curbă netedă pe porțiuni C C D şi 


L Oa? T un() de, (7.19) 


sau 


1 unt) = ji un (C) de. (7.20) 


Demonstraţie. Din convergenţa uniformă a seriei (7.10) rezultă că pentru 
orice e > 0 există un număr N (e) astfel încât pentru toate punctele ¢ € D 


ra(()l< É, pentru n > N(e), 


unde L este lungimea curbei C. Atunci, 


Lro x-5 [oad] [rata] < f Olas <e, 


unde ds este elementul de arc al curbei. Aşadar seria de numere complexe din 
membrul drept al egalităţii (7.19) este convergentă şi are suma fo f (Ç) d¢.m 


Egalitatea (7.20) afirmă că, în ipotezele Teoremei 7.2.4, integrala seriei 
este egală cu seria integralelor. 

Proprietățile seriilor complexe uniform convergente formulate în Teore- 
ma 7.2.3 şi Teorema 7.2.4 sunt asemănătoare proprietăţilor corespunzătoa- 
re ale seriilor de funcţii reale de o variabilă reală, demonstrațiile acestor 
teoreme fiind aceleaşi. 

Vom da o proprietate remarcabilă a seriilor de funcţii complexe uniform 
convergente. 


Teorema 7.2.5 (Prima Teoremă a lui Weierstrass) Dacă funcţiile un 
OO 

sunt analitice în domeniul D, iar seria de functii 5 Un este uniform con- 
n=l 


: ; E An . i 
vergentă pe orice subdomeniu închis D C D şi are suma f, atunci: 


1. f este funcție analitică în domeniul D; 


2 Jas Maze: 
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[9,9) 
3. seria 5 u) (z) este uniform convergentă în orice subdomeniu închis 
n=1 
D cD. 
Demonstraţie. 
1. Considerăm un punct arbitrar 20 E€ D şi construim un domeniu simplu 
conex D' C D astfel încât 20 € D’. Conform Teoremei 7.2.3, f(z) este o 
funcţie continuă în D. Considerăm integrala funcţiei f(z) de-a lungul unui 
contur C C D’. In baza Teoremei 7.2.4, aceasta integrală se poate calcula 
integrând termen cu termen seria (7.10) şi, deoarece funcţiile u„(2) sunt 
funcţii analitice, obţinem 


[no = 5 f O=. 


Conform Teoremei lui Morera, f(z) este funcţie analitică într-o vecinăta- 
te a punctului 29. Deoarece alegerea punctului 20 este arbitrară, f(z) este 
analitică. în domeniul D. De asemeni, funcţia 


n= > uj(z) = f(z) — S_uj(2) 
j=n+1 j=1 


este analitică în D ca sumă finită, de funcţii analitice în D. 


2. Fixăm un punct zọ € D şi alegem un contur C C D' care să înconjure 
punctul zọ. Fie d distanţa dintre punctul zọ şi conturul C şi seria 


Deoarece min |z — 29| = d > 0, această serie este convergentă uniform pe 


C în baza To ceai teoremei. Prin urmare, integrând termen cu termen 
egalitatea. (7.21) de-a lungul conturului C' şi ţinând cont de formulele lui 
Cauchy care exprimă, derivatele unei funcţii analitice în funcţie de integrala 
Cauchy, obţinem 


uf) (20). 


1% (0) = 


WE 


n=l 


Deoarece zọ € D este arbitrar, concluzia (2) este demonstrată. 


a v ELA PARI a a r: 
3. Considerăm un subdomeniu închis D C D şi construim un contur C C D, 
< . F : = Ă 
care să fie situat în exteriorul lui D . Trasarea conturului C se face astfel 
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încât punctele sale să fie la distanţa d de domeniul închis D' ceea ce se 
traduce prin inegalitatea |z — (| > d > 0. Deoarece restul de ordin n al seria 
(7.10), notat cu r„(2), este funcţie analitică în D, rezultă că pentru orice 
punct z € D’ avem relaţia 


ri hga 


27ri 


OO 
membrul doi al egalității fiind restul de ordin n al seriei 5 u® (z). Din 
n=l 
convergenţa uniformă a seriei (7.10) rezultă că pentru e > 0 există N(e) € 
IN* astfel încât pe conturul C şi pentru n > N are loc evaluarea uniformă 


omakri 


Ir(9)| < pe 


unde L este lungimea, conturului C. Atunci 


(k) k! [ra (®)| = 
Ir$ (z) < a a ds<e, (vV)zeD, 


ceea ce demonstrează şi a treia concluzie a teoremei. E 


Observaţia 7.2.2 Demonstrația teoremei s-a făcut în cazul când domeniul 
D este simplu conex, însă nu este dificilă demonstrația sa în cazul unui 
domeniu multiplu conez. 


Să observăm că această metodă de demonstraţie permite stabilirea uni- 
formei convergenţe a seriei derivatelor numai în domenii închise arbitrare 
Dc D, chiar dacă seria iniţială (7.10) este uniform convergentă în dome- 
niul închis D. Uniforma convergență a seriei (7.10) pe domeniul închis D nu 
implică uniforma convergență pe D a seriei derivatelor de un anumit ordin. 
Exemplul următor dovedeşte afirmația. 


es] n 
Exemplul 7.2.1 Seria de funcții 5 A este uniform convergentă în discul 
n 


n=l 
închis cu centrul în origine de rază 1, iar seria derivatelor de primul ordin 
o0 n—1 


nu este uniform convergentă pe acest disc. 


n=l 
Soluţie. Într-adevăr, în punctele discului închis |z| < 1 termenii u„(2) ai 


seriei date satisfac |un(2)] < ~>. 
n 
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OO 
Pe de altă parte, se ştie că seria numerică cu termeni pozitivi > ai 
n=l n 
este convergentà, fiind seria armonicà generalizată cu exponentul a = 2 > 


1. Conform criteriului lui Weierstrass, seria de funcții dată este uniform 


œo „n—l 
pal aa E : . z 
convergentă în discul închis |z| < 1. Seria derivatelor, X ~, nu poate 
n=l n 
converge uniform în discul închis deoarece este divergentă în punctul z = 1 
OO 
Ă f 1 ; 
(seria armonică > — este divergentă). m 
n=1 


Observaţia 7.2.3 Când s-a demonstrat Teorema 7.2.5, am presupus uni- 
forma convergenţă a seriei într-un subdomeniu închis arbitrar D cD. Cu 
o modificare care se va vedea în teorema următoare, concluziile teoremei 
rămân valabile şi în cazul uniformei convergente a seriei (7.10) în domeniul 
închis D. 


Teorema 7.2.6 (A doua Teoremă a lui Weierstrass) Dacă funcțiile 
un(z) sunt analitice într-un domeniu D şi continue pe închiderea D şi seria 
(7.10) converge uniform pe frontiera T a acestui domeniu, atunci seria este 
uniform convergentă în D. 


Demonstraţie. Diferenţa a două sume parţiale ale seriei date, Sn+p(z) — 
Sn(z), fiind o sumă finită de funcţii analitice, este o funcţie analitică pe D 
şi continuă pe D. Din uniforma convergenţă pe T rezultă 


|Snp(6) — Sn(6)| = luna (6) + un+2(C) +- + unrp-1(6) + umrp(6)| < € 


pentru orice număr natural n > N(2), pentru orice număr natural p şi pentru 
toate punctele ¢ € I. Conform principiului maximului, care afirmă că dacă 
f(z) este o funcţie analitică într-un domeniu D şi continuă pe domeniul 
închis D, atunci sau |f(2)| = constant sau |f(z)| îşi atinge valoarea mazimă 
pe frontiera domeniului, rezultă că 


|Snp(2) = Sal <e n> Ne), Wpen, WzeB. 


Astfel, pentru seria dată este satisfăcută ipoteza din Teorema 7.2.2, deci 
seria este uniform convergentă în D. E 
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7.3 Serii de puteri în complex 


7.3.1 Teorema lui Abel 


În paragraful precedent s-au considerat serii generale de funcţii complexe 
de forma (7.9) fără a se specifica forma funcţiilor u„(2). Vom acorda interes 
seriilor de puteri, adică acele serii de forma (7.10) în care 


un(2) = en(2 — 20)”, 


unde cn E€ Ç şi zo este un punct fixat al planului complex. Se obişnuieşte să 
se spună că seria, de puteri este centrată în 29. Termenii seriei de puteri 

OO 

5 Cn(z — z0)” (7.22) 

n=0 
sunt funcţii analitice în întreg planul complex şi deci teoremele din paragraful 
precedent pot fi aplicate acestor serii. După cum s-a văzut, multe proprietă- 
ţi importante ale seriilor de funcţii sunt consecinţe ale uniformei convergenţe 
ale seriilor respective astfel că pentru seria de puteri (7.22) este important 
să stabilim domeniul de uniformă convergenţă. Este evident că domeniul 


de convergenţă a unei serii de puteri este determinat de forma coeficienţilor 
OO 


Cn. De exemplu, seria de puteri în complex 5 n!(z — zo)” converge doar 
n=0 

în punctul zọ deoarece raportul a doi termeni consecutivi a seriei modulelor 

u ; A ore iau Va 

==] = (n+ 1)|z — zo| > 1 pentru orice valoare fixată a lui z diferită de 20 

şi pentru orice n € IN* începând de la un număr natural N(2). În schimb, 


N S (2 - 2)” 
seria de puteri în complex 5 ————— 


n=0 
este convergentă în întreg planul complex. 


Teorema de mai jos este fundamentală pentru determinarea domeniului 
de convergenţă, a unei serii de puteri. 


, în baza criteriului lui D'Alembert, 


Teorema 7.3.1 (Abel) Dacă seria de puteri (7.22) converge într-un punct 
zı Æ 20, atunci ea este absolut convergentă în toate punctele z care satisfac 
condiţia |z — zo| < |z1 — zol, iar în discul închis de rază p < |za — zo| şi 
centrul în zo seria este uniform convergentă. 

Demonstraţie. Să luăm un punct arbitrar z care satisface condiţia |z — 
20| < |z1 — zo| şi să considerăm seria 


OO 


DD Cn(z — 20)”. (7.23) 


n=0 
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Condiţia pe care o satisface z implică existenţa unui număr pozitiv subunitar 


OO 
q < 1 cu proprietatea |z — zo| = q|za — zo|. Cum seria 5 Cn(21 — 20)” este 
. . . . n=0 . 
convergentă, conform criteriului general al lui Cauchy, termenul ei general 


tinde la zero când n — œ. În consecinţă, există o constantă M astfel încât 
e] - |za — zo|” < M, de unde 


M 


CS 
| n| |z — zo|? 


Seria (7.23) este atunci absolut convergentă deoarece valoarea absolută a 
termenilor săi satisface inegalitatea 


Z — 20 |n 
len|: [z = zo” < M 


Zi — Zo 


, : A n z — 20 Ş 
lar seria geometrică > q „cu rația q = < 1 este convergentă. 
n=0 


Pentru a demonstra uniforma convergență a seriei (7.22) în discul 


Z1 — Z0 


|z — zo| < p < [z1 = zol, 


este suficient, conform criteriului lui Weierstrass (Teorema 7.2.1), să con- 
struim o serie majorantă de numere reale care să fie convergentă. Este 
evident că această serie este 


oo p” 
M —— 7.24 
2 [za — zo|” (479 


Seria, (7.24) este majorantă pentru seria (7.22) în domeniul considerat şi, to- 
todată, este convergentă fiind serie geometrică cu raţia subunitară. Teorema 
este astfel demonstrată. L] 


Din Teorema lui Abel se deduc unele corolarii (consecințe) care sunt utile 
în studiul seriilor de puteri în complex. Prezentăm în continuare şase astfel 
corolarii. 


Corolarul 7.3.1 Dacă seria de puteri (7.22) este divergentă într-un punct 
zı, atunci ea este divergentă în toate punctele z care satisfac inegalitatea 
|z — 20| > za — zol. 


Demonstraţie. Presupunând contrariul, găsim că în baza Teoremei lui 
Abel seria (7.22) ar trebui să fie convergentă în orice disc cu centrul în 20 şi 
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rază p < |z — 29] si în particular în punctul z1, care aparţine discului, ceea 
ce contrazice ipoteza. E 


Considerăm marginea superioară R a distanțelor |z — 29| cu proprietatea 
OO 


că seria, de funcţii corespunzătoare 5 Cn(zZ — z0)” este convergentă. 
n=0 
Dacă R < +00, atunci în toate punctele 2 cu |z'— zo| > R, seria de puteri 


corespunzătoare este divergentă. Dacă R > 0, atunci discul |z — zo| < R 
este domeniul maxim de convergenţă al seriei de puteri (7.22) şi seria este 
divergentă în punctele exterioare discului închis de rază R cu centrul în zo. 
Pe frontiera discului, deci în punctele z cu proprietatea |z — 29| = R, seria 
de puteri corespunzătoare poate fi convergentă sau divergentă. Domeniul 
|z — zo| < R se numeşte discul de convergenţă al seriei de puteri (7.22), iar 
numărul R este raza de convergenţă. 
Am stabilit astfel 


Corolarul 7.3.2 Pentru orice serie de puteri există un număr R > 0 astfel 
încât în discul deschis de rază R cu centrul în zo, seria de puteri (7.22) este 
convergentă, iar în exteriorul discului închis de rază R cu centrul în zo seria 
este divergentă. 


Corolarul 7.3.3 Suma unei serii de puteri este o funcție analitică pe discul 
de convergenţă. 


Demonstraţie. Termenii seriei de puteri (7.22) sunt funcţii analitice în 
întreg plnul complex; seria este uniform convergentă în orice subdomeniu 
închis inclus în discul de convergență. Deci, după prima teoremă a lui Weier- 
strass, suma seriei este o funcție analitică. m 


Corolarul 7.3.4 In interiorul discului de convergență, o serie de puteri 
poate fi integrată şi derivată termen cu termen ori de câte ori, razele de 
convergenţă. ale seriilor de puteri obţinute fiind egale cu raza de convergenţă 
a seriei iniţiale. 

Demonstraţie. Afirmațiile acestui corolar sunt consecinţe directe ale teo- 


remelor lui Abel şi Weierstrass. E 


Corolarul 7.3.5 Coeficienții seriei de puteri (7.22) se exprimă cu ajutorul 
funcţiei sumă f(2) prin formulele 


Cn = — f™ (z0). (7.25) 
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Demonstrație. Să notăm cu f(z) suma seriei de puteri (7.22) în discul 
deschis cu centrul în 29 şi rază r, B(zo, R) = {z € @ : |z — zo| < R. Luând 


z = zo în expresia 
OO 


f(2) = X en(z = 20)”, (7.26) 


n=0 
obţinem f(20) = co. 
Derivând termen cu termen seria (7.26), găsim 


Fi) = 5 Ncn (z — z0)", ze B(zo, R) (7.27) 
n=1 


din care, punând z = 29, obţinem f'(29) = c1. 
In mod analog, dacă punem z = zo în egalitatea 


fl) = S n(n — 1)(n —2)--- (n= k + 1)cn (2 — 20)" ¥, (7.28) 
n=1 


obţinută efectuând derivarea termen cu termen de (k — 1) ori în (7.27) şi 
adevărată pentru z € B(zo, R), găsim f®™) (z0) = cp - k!. Procedeul poate 
continua obținându-se astfel derivata de orice ordin. 

Analiza rezultatelor demonstrează corolarul. C] 


Corolarul 7.3.6 Raza de convergență R a seriei de puteri (7.22) este de- 
terminată de relația | 


1 
R= 


7 unde £= limsup §/|cnl, (7.29) 


unde prin limita superioară a şirului ( 3/|cn|) întelegem cel mai mare punct 
limită? al şirului. 

Demonstraţie. Să notăm £ = lim sup +/|c,| si să presupunem că 0 < £ < 
oo. Trebuie să arătăm că în orice punct zı care satisface condiţia |za — zo| < 


1 À ; CEE. , 
P seria de puteri (7.22) este convergentă, iar în orice punct 22 pentru care 


|z2 — 20| > 7 seria de puteri (7.22) este divergentă. 


Deoarece / este marginea superioară a șirului ( ț/|cn|), pentru orice e > 0 
există un număr natural N(e) cu proprietatea V|e„| < £+ e. Pe de altă 


1 Această relaţie se numeşte formula Cauchy-Hadamard. 
?Elementul a € R = |-o, +00] se numeşte punct limită al şirului (an) dacă există un 
subşir (ax, ) al şirului dat care are limita a. 
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parte, pentru acelaşi e este posibil să găsim o infinitate de termeni ai şirului 
(V|e]) care să fie mai mari ca £ — e. Considerăm un punct arbitrar zı ce 
satisface inegalitatea /|z1 — zo| < 1 şi luăm ca valoare pentru e numărul real 
1 — lz — z | 
a ale ol > 0. Atunci 
2|z1 — zo| 


š 1+4z -z 
Ylenlļ- [z1 — 20] < (C+ za — zol = led, 


OO 
de unde rezultă că seria > Cn(z21 — 20)” este majorată de seria geometrică 


n=0 
o0 


5 q” cu rația q număr pozitiv subunitar. Aceasta demonstrează conver- 
n=0 
genţa, seriei de puteri (7.22) în punctul z1. Luând acum un punct z2 care 


satisface inegalitatea £|z2 — zo| > 1 si alegând e = de ist > 0, ob- 
ţinem 
Y len|- |z2 — zo| > ((— e£)lz2 — zo| = 1 
pentru o infinitate de valori ale lui n. De aici rezultă |cn(z2 — 20)”| > 1 şi, 
oo 
în baza condiţiei necesare de convergenţă a unei serii, seria 5 Cn(22 — 20)” 


n=l 
este divergentă. 


Considerăm cazurile extreme ale lui £. 


Pentru £ = 0 seria 5 Cn(2 — z0)” converge în orice punct z, adică R = 


n=0 
00. Într-adevăr, în acest caz, pentru orice € > 0 există un număr N(e) 
VEREA : x q 
astfel încât V|e„| < e pentru n suficient de mare. Luând e = -al 
Z — 20 


unde z este un punct arbitrar din planul complex şi 0 < q < 1, obţinem 
OO 


|cn(z — z20)”| < q”. Aceasta dovedeşte convergenţa seriei 5 Cn(z — 20)”. 


n=0 
OO 
Pentru £ = oo seria 5 Cn(z — 20)” diverge în orice punct z Z 29, adică 
n=0 


R=0. Într-adevăr, în acest; caz, pentru orice număr M există, o infinitate 
de coeficienţi Cn astfel încât V|c„| > M. Să considerăm un punct arbitrar 
z 7 zo şi să alegem M astfel încât M|z — zo| = q > 1. Atunci o infinitate de 


OO 
termeni ai seriei SD Cn(2 — zo)” satisface condiția |cn(z — 20)"| > 1, ceea ce 


n=0 


OO 
demonstrează că seria > Cn(2 — z0)” este divergentă. 


n=0 


216 Ion Crăciun 


1 
Astfel, formula Cauchy-Hadamard R = -, unde / = limsup {/|cn], are 


[A 
loc pentru orice valoare a lui £. m 
OO 
Exemplul 7.3.1 Seria geometrică dz — 20)” este convergentă în discul 
n=0 
1 
deschis de rază 1 cu centrul în zo şi are suma f(z) = ——————. 
1 — (z — 20) 


Soluţie. Într-adevăr, ţinând că în această serie de puteri cn = 1 şi aplicând 
formula. Cauchy-Hadamard, găsim R = 1 şi deci seria geometrică, dată, este 
convergentă în discul B(20,1) = (ze C: |z— zo| < 1} şi are suma funcţia 
analitică f(z). Pentru a determina această funcţie, aplicăm definiţia sumei 
unei serii de funcţii ca limită a şirului sumelor parţiale: 
n 
A E f 
(2) = lim Sn(2) = lim $ (2 - 2)" = 


ză (7.30) 


S-a folosit atât avantajul calculului sumei primelor n + 1 termeni ai unei 
progresii geometrice în complex, aceeaşi ca în real, cât şi posibilitatea trecerii 
la limită la numărătorul unei fracţii al cărui numitor este nenul. 

Din (7.30) rezultă că suma unei progresii geometrice de numere complexe 
cu raţia în modul subunitară conţinând o infinitate de termeni se determină 
ca în real. m 


Observaţia 7.3.1 Studiul seriilor de puteri se poate efectua direct pe seria 
centrată în origine 


5 Enz”: (7.31) 
n=l 


Trecerea de la (7.31) la cazul general (7.22) se face cu substituţia z = C — 20, 
deci printr-o translație. 


OO 
Teorema 7.3.2 Fie R raza de convergență a seriei de puteri 5 Cnz”. Dacă 
n=l 
ezistă în IR limita 
lim | =, (7.32) 


atunci raza de convergenţă este de R = 4. 
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Demonstraţie. Asociem seriei de puteri (7.31) seria numerică cu termeni 
pozitivi 


5 |en|r”, (7.33) 
n=0 


cu r > 0 şi notăm cu A mulţimea valorilor lui r pentru care această serie 
este convergentă. Atunci, marginea superioară a mulţimi A, pe intervalul 
[0, oo], este tocmai raza de convergenţă R a seriei de puteri (7.31). Conform 
criteriului raportului al lui D'Alembert, seria. (7.33) este convergentă dacă 


<1. (7.34) 


l 
Din (7.34) rezultă ry < 1 şi deci r < 4. Evident, marginea superioară a 
1 


numerelor r cu proprietatea de mai sus este 44 şi deci raza de convergenţă 
este R = 4. E 


Exerciţiul 7.3.1 Să se determine razele de convergenţă ale seriilor de pu- 
teri: 
% n œ n œ n 00 
ž z z A 
De 9 ea 
n n n! 
n=l pl, n=l 


Soluţie. Pentru primele două serii se foloseşte faptul că lim “n = 1 şi deci 
£ = 1, iar din formula Cauchy -Hadamard deducem că raza de convergenţă 
este R = 1 pentru ambele serii. 

Pentru a treia, serie aplicăm Teorema 7.3.2 şi găsim R = 00. 

Pentru ultima, serie se deduce că R = 0. m 


Exerciţiul 7.3.2 Să se afle mulțimea de convergenţă a seriilor de puteri: 


Su X (1 + (2 —2)0 x 3n(2—1+ în 
10,5 (cosin)z”; 20. ( E S 

> 2 (n+1)(n+2) 2 
Soluţie. Determinăm mai întâi numerele nenegative R1, Ro, R3, razele de 
convergență ale respectiv celor trei serii de puteri. 

Aplicând, după caz, una din formulele de calcul a razei de convergenţă 
(7.29) şi (7.32), găsim: 
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Atunci, discurile de convergenţă ale celor trei serii de puteri sunt respec- 


tiv j 1 
B(0,..) = fze Ç: 2] < >} 
Ba(2, 75) = fze Ç: z-21< 5) 


5 


Bei 


sa 02 
fze Ç: lz— (1-i)| < 3 }. 
Cel de al treilea disc de convergenţă, are centrul în punctul 20 = 1 — i şi 
2 
raza, R3 = A E 
3 
Exerciţiul 7.3.3 Pentru următoarele patru serii de puteri, să se determine 
respectivele funcții sumă fı(z),..., fa(2) pe mulțimile lor de convergentă: 
00 00 zn 00 oo z2n 
(i) Xn”; (ii) 5 —; (iii) X n(n- 1)"; (iv) y1". 
zz “n E — 2n+1l 
n=l n=1 n=2 n=0 
OO 
Soluţie. Seria de puteri 5 z” este seria geometrică cu primul termen 1 şi 


n=0 


1 
l-z 


rația z. Conform Exemplului 7.3.1 suma seriei este funcţia f(z) = ce 


este olomorfă în discul cu centrul în origine şi rază 1. i 
Pe discul de convergenţă se poate scrie egalitatea i z = y z”. Apli- 
când teorema de derivabilitate termen cu termen a unei serii de nien pe 
acelaşi disc are loc egalitatea 
: = 5 nz”! 
Qaa eri 


Inmulţind în ambii membri cu z se obţine 


OO 
filz) = Xn? = 13 ze B(0,1)=1ze C: k|<1}. 
n=l 
Prima, serie poate fi integrată termen cu termen pe orice curbă netedă 
pe porţiuni inclusă în discul de rază 1 şi centrul în origine. Presupunând că 
această curbă are originea în 2 = 0 şi extremitatea, într-un punct oarecare 
z cu |z| < 1, obţinem 


E au e, E. 0 E ile — ACER e Aa 
| te Xa E he e Pun Bin 
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X 1 
Insă, o primitivă a funcţiei i este —Log (1 — Ç), unde pentru funcţia 


logaritm am luat determinarea fundamentală (principală) şi deci funcția 
fo(2) = -Log (1 — 2). 
Funcția f3(z) este suma seriei de puteri obţinută prin derivarea de două 
OO 


ori a seriei > z”. Prin urmare, 


n=0 
2 
fa(2) = (228: 
5 z2n ` g2n+1 
Din f4a(z) = (—1)" deducem zf4(2) = (—1)"——, iar 
za 2n+1l eri 2n +1 


prin derivare obţinem 


(2fu(2)) = Sona = — 


mari 1+ 22 
Integrând egalitatea 
£ 1 
I _1)\n +2n a 
(Go) = R = ma 


pe o curbă netedă ce are ca extremităţi originea şi un punct arbitrar z, 


arctg z 


deducem 2f4(2) = arctg z, de unde f4(z) = E 


7.3.2 Serii Taylor 


O serie de puteri defineşte în discul de convergență o funcție analitică numită 
suma sa. Apare în mod natural următoarea problemă inversă: dată o func- 
ție analitică pe un disc, putem asocia o serie de puteri convergentă în acel 
disc şi având ca sumă funcția dată? Teorema următoare răspunde acestei 
întrebări. 


Teorema 7.3.3 (Taylor) O funcţie compleză de variabilă complexă f(z), 
analitică în discul B(20, R) = {z E€ C : |z—zo]| < R}, se poate reprezenta 
în mod unic prin seria de puteri 


= (n) 
fla = 5 Cn(z — 20)”, unde Cn = aa z € B(z9, R), 
n=0 s 


convergentă în discul B(2, R). 


220 Ion Crăciun 


Demonstraţie. Alegem un punct arbitrar z în discul B(20, R) şi construim 
un cerc Cp de rază p cu centrul în 20 care să —l conţină pe z, construcţie 
posibilă. deoarece distanţa de la punctul z la frontiera discului este pozitivă. 

Deoarece z este un punct în domeniul de contur Cp, din formula integrală 
a lui Cauchy rezultă că 


EN 


a ja pă (7.35) 


Să observăm că o parte a integrantului din (7.35) se poate scrie în forma 


i SRR ANN 1 _ 1 & le-a” 
Car aea a 2 40 2 da (Ca) (ae 
G — 20 


e ma ela ; E z-z 
deci sub forma unei serii geometrice de rație q = | Z 2| <1. 
= 20 
Pentru Å € Cp, seria (7.36) este uniform convergentă fiind majorată de 


seria, numerică, T 


|z — zo|” 
D cu |z-— zol < p. 
n=0 


Folosind (7.36) în (7.35) şi integrând termen cu termen, obţinem 


srl OKS n 
na 5 e a eea (7.37) 
Cu notația 
gaS f O x (7.38) 
”  2miJo, (Ç= z) > l 


egalitatea (7.37) devine o serie de puteri, convergentă în punctul z conside- 
rat. 
Prin urmare, putem scrie 


OO 


ÎI 5 Cn(z — 20)”. (7.39) 


n=0 


În baza teoremei lui Cauchy, în formula (7.38), cercul Cp se poate înlocui 
cu orice contur situat în domeniul |z — zọ| < R care să conţină în interior 
punctul 29. 

Deoarece z este arbitrar, rezultă că seria (7.39) este convergentă în discul 
|z — zo| < R, uniform convergentă pe discul închis |z — zo| < p < R şi are 
suma f(z) pe domeniul de convergență. 
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Prin urmare, funcţia f(2) poate fi dezvoltată într-o serie de puteri cen- 
trată în 20, serie care este convergentă pe un disc cu centrul în 20 şi rază R. 
Suma acestei serii de puteri este funcţia f(z). 

În baza formulei (6.47), coeficienţii (7.38) ai dezvoltării sunt 


= sl O) _ {™(z) 
ca L j= l (7.40) 


_ 2i — 20) n! 


Rămâne să demonstrăm unicitatea dezvoltării (7.39). Presupunem că avem 


şi dezvoltarea 
OO 


f(2) = 52 cu(2 — 20)” (7.41) 

n=0 
unde cel puţin un coeficient c, Æ Cn. Seria de puteri (7.41) este convergentă 
în discul |z — zo| < R şi, în baza formulei (7.25), coeficienţii acesteia sunt 


(n) 
gi > P(o) De aici şi din (7.40) rezultă cn = c}. Aceasta demonstrează 


n! 
unicitatea dezvoltării (7.39). = 


Această teoremă, stabileşte o corespondenţă biunivocă între o funcţie 
analitică, într-o vecinătate a unui punct 20 şi o serie de puteri centrată în 
acest punct. Aceasta înseamnă că noţiunea de funcţie analitică ca funcţie 
infinit derivabilă este echivalentă cu o funcţie ce poate fi reprezentată în 
forma sumei unei serii de puteri. 

Să observăm că dacă funcţia f(z) este analitică în domeniul D şi 20 € D, 


p(n) 
atunci raza de convergenţă a seriei Taylor f(z) = 5 PO — z0)” a 
n! 
n=0 
acestei funcții este cel mult egală cu distanța de la punctul 29 la frontiera 


domeniului D. 


Definiția 7.3.1 Dezvoltarea unei funcții analitice, în discul |z — zo| < R, 
în seria de puteri (7.39) se numeşte dezvoltarea Taylor în jurul punctului 
20, iar seria (7.39) se numeşte seria Taylor a funcţiei f(2). 


Exerciţiul 7.3.4 Să se dezvolte în serie Taylor funcţia 


1 


I= iya 


în vecinătatea originii şi în vecinătatea punctului zo = 1. 


Soluţie. Această funcţie este analitică în tot planul complex cu excepţia 
punctelor 21,2 = +i care sunt poli simpli ai funcţiei. 
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În baza Teoremei lui Taylor, funcţia f (2) poate fi dezvoltată în serie 
Taylor în orice disc al planului complex care nu conţine polii z1 = +i şi 
20 = —i. 

Dacă dorim să determinăm dezvoltarea funcţiei f(z) în serie Taylor în 
vecinătatea originii atunci, această dezvoltare trebuie căutată în discul |z| < 
1, deoarece pe această mulţime f(z) este functie analitică. 

În acest disc, funcția f(z) poate fi privită ca suma unei progresii geo- 
metrice cu rația —z?, subunitară în modul, deci putem scrie 

1 OO 
= (12%. (7.42) 


n=0 


1 + 22 


Raza de convergenţă a seriei (7.42) este R = 1 şi reprezintă distanţa de 


1 
FT este 


la centrul discului la frontiera domeniului în care funcţia f(z) = TE 
z 


analitică. 

Raza maximă a unui disc cu centrul în zọ = 1 în care funcţia f(z) este 
analitică este v2 şi prin urmare trebuie să determinăm dezvoltarea în serie 
Taylor a functiei date în discul |z — 1| < v2. 

Pentru aceasta ţinem cont că funcţia f(z) se descompune în fracţii simple 
în complex astfel 


1 ta 1 
e a 22) 


Folosind formula, de calcul a derivatei de ordin n a funcţiei raţionale 
p 


şi înlocuind în (7.40), găsim că în discul |z — 1| < v2 are loc dezvoltarea 


1 z 1 1 1 
TE 2 "au -yH Pap) 1)". (7.43) 


Cu formele exponenţiale ale lui 1 —î şi 1 + ż¿, adică 1 — i = Vaeiă şi 
1+ i = Vaeiă, (7.43) se scrie 


d T 
1 oo „sin (n + Da a 
ul 1) ale Te, (7.44) 
n=0 
2 2 


Raza de convergenţă a seriei obţinute este R = v2 şi poate fi determinată 
şi folosind formula Cauchy-Hadamard. E 
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Exemplul 7.3.2 Dezvoltarea în serie Taylor într-o vecinătate a punctului 
z = 1 a funcţiei complexe Logz, analitică în discul |z — 1| < 1, este 


L Z n—l (z : 
ogz i 1) (7.45) 
n=l 
raza de convergență. a seriei fiind 1. 
Soluţie. Într-adevăr, dacă se calculează coeficienţii, se găseşte 
1 — 1)! 1 
Ca = > ( eil ) = (Cn n=2,3,... 
n! z” z=1 n 
: 1 
şi co = Log 1 = 0, a = — =t. E 
Bg 


Exemplul 7.3.3 Funcţia exponențială f(z) = e? este analitică pe Ç, deci 
se poate dezvolta în serie Taylor pe orice disc de centru zo şi rază oricât de 
mare. Derivatele funcţiei f(z) = e? în zo fiind f™ (zo) = e%, rezultă că 
seria Taylor în jurul punctului zo a funcţiei exponențiale este 

20 (2 — 20)? | (z — z0)” 


2 — 
Z — p? | boszi PE 
e = e(1+ I z] f + Zi + |: (v) ze C. 


În particular, pentru 20 = 0, 


2 n 


up a ditai aul aia (v) ze. 


D 
PELE al 


Exemplul 7.3.4 În orice vecinătate a originii au loc dezvoltările: 


P: z2n+1 
i = neal m ra : 
e E a e E arii stan 0) 
2 gi „ z2n 
cosz = 1 oA 1) E (V) ze. 


Exerciţiul 7.3.5 Să se arate că are loc egalitatea 


1—22 


OO 


n=l 


unde |t| < 1 şi Ta(t) = cos (n arc cost). 
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Soluţie. În fractia din membrul întâi a relației (7.46) punem t = cos0 şi 
apoi o descompunem în fracții simple. Obţinem 


1 — 22 1 1 


= —] - = 
1 — 2z cos 0 + 22 te e 


În locul fracțiilor din membrul doi scriem (pentru 0 fixat şi |z| < 1) 
seriile geometrice după puterile lui z. 


Avem 
1 =1425 n cos nd (7.47) 
1—2zcosĝ0 +22 ` 27 RARIS ` 
Comparând (7.46) cu (7.47) rezultă Tn (t) = cos nð = cos (n arc cost). E 


Observaţia 7.3.2 Pornind de la identitatea evidentă 
cos nô + cos (n — 2)0 = 2 cos (n — 1)8 - cos 0 
se poate arăta că are loc relația de recurenţă 
Fe (d) = 2tTn-1 (t) — Th-2(t) (7.48) 


pe care o verifică funcţiile Ta(t) = cos (n arc cost). Folosind apoi un rațio- 
nament prin inducție completă se arată că functia Ta(t) este polinomul de 
gradul n 

Talt) = PTH + at? t att H, (7.49) 


numit polinomul lui Cebâşev de speța întâi. 


Polinoamele Cebâşev având gradele de la 1 până la 4 sunt 


Ti(t) = cos(arecost) = 2%, 

To(t) = cos(2arccost) = 2 cos?cos(arccost) —1— 2 — 1, 
Ta(t) = 4 -— 3t, 

Ta(t) = 8t- 8+1. 


De altfel, se poate arăta că Tn (t) este soluţia ecuaţiei diferenţiale ordinare 
de ordinul doi cu coeficienţi variabili 


(1 -T — tT) + nTn =0. 


Capitolul 8 


Serii Laurent 


În acest capitol se va studia comportarea unei funcţii analitice univalente 
în vecinătatea punctelor singulare izolate. Cunoaşterea acestei comportări 
permite o aprofundare a naturii funcţiilor analitice. 

În capitolul precedent am pus în evidenţă rolul pe care îl au seriile de pu- 
teri, în particular seriile Taylor, în studiul funcţiilor analitice într-un dome- 
niu unde nu există puncte singulare ale funcţiilor. 

Un rol asemănător îl au şi seriile Laurent. 


8.1 Domeniul de convergenţă al seriei Laurent 


Definiţia 8.1.1 Se numeşte serie Laurent centrată în 2 o serie de 


forma 
OO 


5 Cn(z — 20)”, (8.1) 


n=— O 
unde zo este un punct fixat din planul complex, Cn sunt numere complexe, 
iar sumarea se face după toate valorile întregi ale indicelui n. 


Pentru a determina domeniul de convergență al seriei (8.1), o aranjăm 


în forma 
OO OO OO Con 
Cn(2 — 20)” = Cn(2 — z0)” + EEE (8.2) 
2 2 2 (z — 20) 


Domeniul de convergenţă al seriei (8.1) va fi intersecţia domeniilor de 
convergenţă ale seriilor de funcţii din membrul doi al egalităţii (8.2), care se 
numesc respectiv partea tayloriană sau partea regulată şi partea principală 
ale seriei Laurent. 
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Denumirea de serie dată expresiei (8.1) se justifică dacă analizăm mem- 
brul al doilea din (8.2) unde avem o sumă de două serii de funcţii, prima 
fiind o serie de puteri de tipul celor studiate în capitolul precedent. 

Domeniul de convergență al seriei Taylor din (8.2) este discul deschis 
B(zo, Rı) de rază Rı € [0, +00] şi centrul în punctul 2, iar dacă fı(z) este 
suma acesteia atunci, pe discul de convergenţă, are loc 


OO 
filz) = 5 Cn(z — z0)”, z€ B(zo, Rı) <> |z = zol < Ri. (8.3) 

n=0 
Pentru a determina domeniul de convergență al seriei de funcții care 
reprezintă partea principală a seriei Laurent, efectuăm schimbarea de vari- 


Această serie va deveni serie de puteri centrată în originea planului com- 
OO 


plex (Å) deci o serie de forma 5 CAC 
n=l 
Dacă 1/ Ro este raza de convergenţă a acestei serii de puteri şi p(6) suma 
sa pe discul de convergenţă 


B(0, 72) = (6: e< a), 


atunci putem scrie 


OO A 1 
(c) = Pa „IS < Ro (8.4) 
Revenind la variabila iniţială z şi punând y(Ç(z)) = f2(z), obtinem 
(00) a 
= Rə. i 
HASE mp IP alai (8.5) 


Prin urmare, domeniul de convergenţă al seriei de funcţii care reprezintă 
partea. principală a seriei Laurent (8.1) este exteriorul cercului |z — zo| = R2, 
unde Rə € [0, o0]. 

Astfel, seria Laurent (8.1) este convergentă pe domeniul obţinut prin 
intersecția domeniilor de convergenţă ale seriilor din membrul doi al relației 
(8.2) şi suma sa va fi o funcţie analitică pe acest domeniu. 

Dacă Rə < Rı, intersecţia domeniilor de convergenţă, ale celor două serii 
este coroana circulară Ro < |z — zo| < Ra şi seria Laurent (8.1) are suma 


F(z) = filz) fa), R2 < |z = zo| < Ri. (8.6) 
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Deoarece seriile (8.3) şi (8.4) sunt serii de puteri, rezultă că în domeniul 
de convergenţă al seriei Laurent funcţia sumă f(z) are proprietăţile sumei 
seriilor de puteri. 

În concluzie, seria Laurent (8.1) este convergentă în coroana circulară 
Rə < |z — zo| < Ru şi suma sa f(z) este o funcţie analitică în această 
coroană. 


8.2 Dezvoltarea unei funcţii analitice într—o serie 
Laurent 


Să cercetăm dacă este posibil să asociem unei funcţii analitice într-o coroană 
circulară o serie Laurent convergentă în această coroană şi care să aibă drept 
sumă funcţia dată. 

În acest sens, de ajutor este teorema următoare. 


Teorema 8.2.1 Funcţia f(z), analitică în coroana circulară Ra < |z— zo| < 
Rı, se reprezentă în mod unic în coroană printr-o serie Laurent convergentă 
în acea coroană. 


Demonstraţie. Fixăm un punct arbitrar z în coroana circulară Rə < 
|z — zo| < Ra şi construim cercurile concentrice Cp, şi Cp, cu centrul în zo 
şi raze care satisfac condiţiile 


Rə < Rh < Ri < Ri, R, < |z — zo| < R}. 


Conform formulei integrale a lui Cauchy pentru un domeniu multiplu 
conex, avem 


of IO [Ia E 


2ri Cri C-z 2ri Ca, -=z 


La fel ca în cazul seriei Taylor, observăm că 


1 1 d 1 = 1 2 — 20Nn 
dz, dag) a 0 A ar eee 


n=0 
Ç — 20 
A Y A . 2 — 20 ; 
Observând că pe cercul Cr, are loc inegalitatea | | <q < Isi 
azi 
folosind integrarea termen cu termen într-o serie de puteri, rezultă 
1 FO = 
z) = — + dt = Cn(z — z0)”, 8.8 
AO = za h, KEE le-a) (8.8) 
A = 
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unde i IO 
= d >0. 8.9 
Cn ori A (6 i 2p)n+1 Ç, n — ( ) 
1 
C= i . 
Deoarece pe cercul Cp, are loc inegalitatea | | < 1, iar 
Z — 20 
1 d „aa (C — ay 
dea i z = zo 4% ^Z = Zo i 


din aceleaşi considerente ca mai sus, obţinem 


o) = Zi | FO) ae = y Cn (8.10) 


~ 2i C; -=z = (z — z0)” 
unde i 
cn = <a f FOC- 2016 (811) 


Schimbând orientarea curbei de integrare în (8.11), găsim o altă expimare 
pentru c-n, şi anume 


1 
F J FCO — 20) tdt. (8.12) 


Să observăm că functiile de integrat din (8.9) şi (8.12) sunt funcţii ana- 
litice în coroana circulară Rə < |z — zo| < Ra. 

În baza Teoremei lui Cauchy, valorile integralelor din formulele (8.9) şi 
(8.12) nu se schimbă la o deformare a contururilor de integrare în domeniu 
de analiticitate ale funcţiilor de integrat. 

Această observaţie permite combinarea formulelor (8.9) şi (8.12) într-o 
singură expresie 


E. FO _ E a 
în ri JA (za ai Acu Aa E la ra SED, ta UBală) 


unde C este un contur arbitrar închis situat în coroana circulară Rə < 
|z — zo| < Ra. 
Revenind la (8.7), obținem 


(2) 5 Cn(z — z0)” + 5 oF = y Cn(z — 20)”, (8.14) 
n=1 


A z — zo)” 
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unde coeficienţii cn se determină prin formula unitară (8.13). 

Deoarece z este un punct arbitrar în coroana circulară Ro < |z—29| < Ri, 
rezultă că seria, (8.14) este convergentă şi are suma f(z) în această coroană, 
iar în orice coroană închisă, concentrică şi inclusă în coroana Rọ < R} < 
|z — zo| < Ri < Ra, seria (8.14) este uniform convergentă şi are suma f(z). 

Rămâne să demonstrăm unicitatea dezvoltării (8.14). 

Presupunem că mai avem şi o altă dezvoltare 

OO 
f(z)= 3 al- 20)" 
n=— o0 
unde cel puţin unul din coeficienţi d, Æ Cn. Atunci, oriunde în interiorul 
coroanei Rə < |z — zo| < Ri, avem egalitatea 
OO OO 
5 Cn(z — 20)” = bD cd (z — z)”. (8.15) 
n=— 00 n=— o0 

Să considerăm un disc B(20, R), de rază R, cu Ro < R < Ri, cu centrul în 
zo. Seriile de funcţii din (8.15) sunt uniform convergente pe discul B(2z0, R). 

Înmulţim ambii membri ai lui (8.15) cu (z — 20) "-L, unde m este un 
întreg fixat pentru care cm Æ C, şi integrăm apoi termen cu termen. 

Vom întâlni termeni care conţin integrale de forma J, (2— zo)" ml dz. 


ICR 
Având în vedere că pe Cpr avem că z — zo = Re'?, unde p € [0,21], 


obţinem 


2m 0, n - m 
1 (z — z0)" 7™] dz = Da eiln-m)edp = (8.16) 
CR 


Q 27, n=m. 


Luând în consideraţie (8.16), după efectuarea integrării egalităţii (8.15), 
găsim că seriile numerice care apar în cei doi membri au fiecare doar câte 
un termen diferit de zero, şi anume Cm, respectiv cl. 

Aşadar, Cm = Cp. 

Cum numărul întreg m l-am ales arbitrar, rezultă că cn = d, pentru toţi 
întregii n, ceea ce dovedeşte unicitatea dezvoltării (8.14). m 


z 
(2 + 1) — 1) 
plex la distanță finită, are singularitățile —1 şi 1, primul pol simplu, iar al 
doilea pol triplu. Se cer dezvoltările în serie Laurent 


Exercitiul 8.2.1 Fie funcția f(z) = care, în planul com- 


a) în jurul punctului 20 = 1; 


b) în exteriorul discului închis B(1,2) = {zE Ç: |z- 1| < 2}. 
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Soluţie. a) Izolăm punctul 29 = 1 cu un cerc [a cu centrul în 20 = 1 şi cu 
raza Rı, unde 0 < Ri <2. 

Acest cerc, împreună cu cercul Io cu acelaşi centru şi cu raza Ro, ales 
aşa fel încât Rı < Ro < 2, determină o coroană circulară care, împreună cu 
frontiera sa [1 U T2, este inclusă în domeniul de olomorfie al funcţiei f. 

Izolăm factorul care dă singularitatea lui f, punând 


fia = i -g(2), unde g(2) = 


z+1l 
şi dezvoltăm în serie Taylor funcţia g(2) în jurul punctului zọ = 1. Avem 


z 1 1 1 1 


19S aa ZI 27 (221) Daa 
+ 
2 
aoa ZANI i ; maitai ; 
In ipoteza că | 3 | < 1, ultima fracţie este suma unei serii geometrice 
i a Z= ; g r F 
cu raţia subunitară q = — , serie care este convergentă pe discul deschis 


|z — 1| < 2, deci putem scrie egalitatea 


1 z—1  (z-1)} 
E 2 iu 22 


2 


1+ 


Folosind această egalitate, exprimarea lui g(z) devine 


E a ei 


n=0 


care, înlocuită în f(z) conduce la dezvoltarea în serie Laurent a acestei func- 
tii în coroana circulară 0 < |z — 1| < 2, 


Ha 1 1 1 1 1 1 E 
z) = H 
2 (2 — 15 22(2—1)2 23(z—1) 
1 2-1 (2 — 1)7 
+ Da ap petala 1)” a piss 


Partea principală a dezvoltării conține un număr finit de termeni. Cel mai 
mic exponent este —3, iar 3 este ordinul polului în jurul căruia s-a făcut 
dezvoltarea, în serie Laurent. 

b) Coroana circulară va avea, centrul tot în zo = 1, raza Rə > 2, iar Ri > Ro 
poate fi oricât de mare. 
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Coroana circulară, împreună cu frontiera sa L1UL'2, este inclusă în dome- 
niul de analiticitate al funcţiei f. 
Cu notaţiile de mai sus, 


Gs 24 1 = 1 1 
Se z+ 24e- z- 2 
+ 
z] 
gi- 2 Bao Eiai 2 
Pentru |z — 1| > 2, urmează | -| < 1 şi ultima fracţie din expresia 
FA — 
2 
funcției g(z) este suma unei serii geometrice cu rația q = a Deci, 
FA — 
(d) = (i 2 +o) 
DT 2-1 z—1 (z-=-1)} (z=1)} i 


În acest mod, se obține dezvoltarea în serie Laurent a funcției f (z) 


-+ ( Hot 2 [aia 
(z — 1)n+4 


1 1 2 
Moea ee ee 


pentru orice număr complex z care satisfac condiția |z — 1| > 2. 
Partea principală a seriei Laurent în coroana infinită |z — 1| > 2 are o 
infinitate de termeni, iar partea Tayloriană nu există. m 


Exerciţiul 8.2.2 Să se dezvolte în serie Laurent funcţia 


1 


Raae 


în următoarele coroane circulare: 
(Kı): O<fz|<1; (Kə): 1<ļz|<2; (K3): 2< ļ|z|< o. 


Soluţie. Funcţia f(z) este analitică în întreg planul complex cu excepția 
punctelor z = 0, z = 1 şi z = 2 care sunt poli simpli. Fiind o funcție 
rațională, funcția f(z) admite descompunerea în fracții simple 

1 1 1 1 1 


pE n dee Dă TE (8.17) 


In fiecare din coroanele de mai sus funcţia considerată, este dezvoltabilă, în 
serie Laurent după puterile întregi ale lui z. 
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Să remarcăm că în orice coroană ne-am plasa cu punctul z, primul termen 
este deja o funcţie dezvoltată în serie de puteri ale lui z, din toţi termenii 
seriei rămânând doar cel cu coeficientul c_1 = b 

Considerând cà ne aflăm în coroana Kı, al doilea termen al descom- 
punerii în fracții simple a funcției f(z) este suma unei serii geometrice cu 
rația z 


1 OO 
== =] Da ÎL ia n 
e e praz e 2 


Cel de al doilea factor din termenul al treilea al descompunerii în fracții 
simple a funcţiei f(z) este de asemeni suma unei serii de puteri, şi anume 


1 t ză aog 
=~ 0 D 
> n=0 


Sumând cele două serii, înmulţite în prealabil cu factorii ce se impun, 
obţinem dezvoltarea în serie Laurent a funcţiei f(z) în coroana circulară Kı 


Pentru dezvoltarea în serie Laurent în coroana Kə vom folosi din nou 
descompunerea (8.17), pe care o vom scrie în forma 


11 1 1 1 1 
J= E = (8.18) 


z z 
LS 
FA 2 


1 Li M i 
-] <1 şi 2] < 1, factorii secunzi 
z 


Deoarece în coroana circulară K3, 
din termenii al doilea şi al treilea ai descompunerii (8.18) sunt sumele unor 
progresii geometrice convergente cu rațiile q = — şi respectiv q = =. 

z 


După reducerea termenilor asemenea, seria Laurent a funcției f(z) în 
coroana Kə se scrie în forma 


To e Si ez RE 
PAZ) DAE DE aa 
n=2 n=0 


Intr-o manieră similară, luând în consideraţie că |z| > 2, se constată că 
în coroana K3 dezvoltarea Laurent nu conţine decât puteri negative ale lui 
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z. Pentru a ajunge la această dezvoltare, scriem 


E E SRR, SE RR ea PRE E 
z—-1 z Te au z—2 z tae a 
z z 


Folosind aceste dezvoltări, constatăm că seria Laurent a funcţiei f(z) în 


coroana K3 este 
OO 


te=) (=) == 


n=2 


E 
Exercitiul 8.2.3 Să se deducă dezvoltarea în serie Laurent a funcției f(z) 
de la Exercitiul 8.2.2 după puterile lui z — 1. 


Indicatie. Funcţia f(z) este analitică în coroana circulară cu centrul în 
zo = 1, raza interioară Rə = € şi raza exterioară Rı = 1. Prin urmare, se 
poate deduce seria Laurent a funcției f(z) după puterile lui z — 1. m 


1 
Exercitiul 8.2.4 Fie funcţia f(z) = —— ~~~. Să se dezvolte această 


(2 — 1)(2 —2) 


funcţie în serie Laurent: 


1. în discul |z| < 1; 
2. în coroana circulară 1 < |z| < 2; 


3. în jurul punctului de la infinit. 


Soluţie. Avem f(z) = Pi + PE 


1. În discul |z| < 1, funcția f(z) este suma seriei de puteri 


unde A = -1 şi B= 1. 


o 1 Lols als aS al a 
a a a N 


Se observă că pe acest disc dezvoltarea funcţiei este tayloriană, deoarece 
f(z) este funcţie analitică în discul |z| < 1. 
2. Sunt evidente egalităţile 


1 1 1 1 Tei T 
per= 2 IEI n E > 3 d P pa 
J RE, n=0 n=0 
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Prima serie fiind convergentă pentru |z| < 2, iar a doua pentru |z| > 1, re- 
zultă că dezvoltarea în serie Laurent are loc în coroana circulară 1 < |z| < 2. 


1 1 1 1 sa 
{=> | — — n=1 n=1 n=1 
Z zZ 


zr 


Dezvoltarea determinată este în jurul punctului de la infinit deoarece 
|z| > 2. E 


8.3 Clasificarea punctelor singulare izolate 


Definiția 8.3.1 Un punct singular al funcției f(z) care nu este pol se nu- 
meşte punct singular esențial. 


Definiţia 8.3.2 Un punct singular 20 este punct singular izolat al func- 
tiei f(z) dacă f(z) este o funcție univalentă şi analitică în coroana circulară 
0< |z— zo| < Ri. 


Reamintim că polii unei funcţii sunt puncte singulare izolate. Deci, dacă 
o singularitate izolată, zo nu este pol, atunci zo este un punct singular esenţial 
izolat. Dacă zo este o singularitate neizolată, atunci zo este un punct singular 
esenţial neizolat. 

Admitem situaţia în care funcţia f(z) nu este definită în punctul 29 şi 
studiem comportarea lui f(z) în vecinătatea lui 20. În baza celor prezen- 
tate în paragraful precedent, într-o vecinătate a lui zọ funcţia f(z) poate 
fi dezvoltată într-o serie Laurent de forma (8.14), convergentă în coroana 
circulară 0 < |z — zo| < Ra. 

Sunt posibile următoarele trei cazuri: 

(1) Seria Laurent rezultată nu are parte principală, prin urmare nu 
conține termeni cu puteri negative ale lui (z — 20); 

(2) Seria Laurent conține un număr finit de termeni în partea principală; 

(3) Seria Laurent conține un număr infinit de termeni în partea princi- 
pală. 


OO 
În cazul (1), seria Laurent a funcţiei f(z) este f(z) = 5 Cn(z — 20)”. 
n=0 
In acest caz funcţia f(z) are limită în zọ şi anume Jim f(2) = co. 
20 
Dacă f nu a fost definită, în 2, atunci se prelungeşte funcţia prin conti- 
nuitate adăugând f(20) = co. 
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Dacă, se întâmplă ca valoarea lui f să fi fost specificată în 20, dar să nu 
coincidă cu co, modificăm valoarea funcţiei în 20 punând f(20) = co. 

Funcţia f(z) astfel definită va fi analitică pe discul |z — zo| < Ra. Astfel 
s-a, înlăturat discontinuitatea funcţiei f în punctul zo. 


Definiţia 8.3.3 O singularitate izolată zo a lui f(z) pentru care dezvoltarea 
Laurent în jurul punctului zo nu conţine termeni cu puteri negative ale lui 
(2 — 20) se numeşte singularitate removabilă. 


Raționamentul de mai sus, la care adăugăm ultima definiţie, a demonstrat 
Teorema 8.3.1 Dacă zo este o singularitate removabilă a unei funcţii ana- 


litice f(z), atunci există o valoare limită Jim f(z) = co, unde |co| < o. 
20 


Observaţia 8.3.1 În vecinătatea unei singularităţi removabile funcţia f(2) 
este mărginită şi poate fi reprezentată în forma 


(2) = (2 = z)" plz), me, (z0) #0. (8.19) 


Dacă în singularitatea removabilă limita funcţiei f(z) este zero, atunci în 
reprezentarea (8.19) m € IN* şi m determină ordinul lui 29 ca zerou al 


functiei f(z). 


Are loc şi afirmația inversă celei din Teorema 8.3.1. Prin urmare putem 
formula 


Teorema 8.3.2 Dacă o funcție f(z), analitică în coroana circulară 0 < 
|z — zo| < Ra, este mărginită, deci există M > 0 astfel încât 


If(z)|] <M, pentru 0< |z- zo| < Ri, 


atunci punctul zo este o singularitate removabilă a lui f(z). 


Demonstraţie. Dezvoltăm funcţia f(z) în seria Laurent (8.14) şi con- 
sidereăm expresia (8.13) pentru coeficienţii seriei, adică 


—_ t FO 
în = dri J: (C — zo)” tt i 


Să luăm drept contur de integrare cercul C de ecuatie |G — zo| = p. Atunci, 
din ipotezele teoremei rezultă 


len| < Mp. (8.20) 
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Vom considera. coeficienţii C-n. Deoarece valoarea coeficienţilor C-n nu de- 
pinde de p, din (8.20) obţinem c-n = 0 pentru n < 0, ceea ce demonstrează 
teorema. E 


Cazul (2) în care se poate plasa o dezvoltare Laurent a unei funcții f(z) 
în vecinătatea punctului zo este analizat în teorema următoare. 


Teorema 8.3.3 O funcție f are în punctul zo un pol de ordin p dacă şi 
numai dacă dezvoltarea în serie Laurent sa în jurul lui 20 are forma 
C—p C—p+l C—1 


d dl (2 — AS (2 — zo)P-1 a cote (z—20)++ca(2—20)7+--: 
(8.21) 


cu coeficientul c-p 7 0. 


Demonstraţie. Dacă funcţia f(z) are dezvoltarea din enunţ pentru 0 < 
|z — zo| < Ra, funcţia p definită prin 


plz) = cop + c-p41 (2 — 20) +: + colz — zo)? + a(z — zori +... 


este analitică pe discul |z — 29| < Rı fiindcă pe acest disc p(2) se reprezintă 
ca o serie Taylor. Prin urmare, zo este punct ordinar pentru funcţia p(2) şi 
p(20) Z 0. Dar (z) = (z — zo)Pf(2). Conform definiţiei polului de ordin p 
al unei funcţii, rezultă că zo este pol de ordin p pentru funcţia f(z). 
Reciproc, dacă zo este un pol de ordin p al funcţiei f : D — C, există o 
funcţie p: DU(20) — Ç care are în 29 un punct ordinar şi p(20) Æ 0, astfel 


încât 
1 


ap? 


Dar funcţia p admite o dezvoltare Taylor în jurul punctului 20 


f(2) = (2), WzeD. 
plz) = W + (2 — 20) +--+ mlz- 20) +- 


cu yo = p(20) Æ 0, deci funcţia f admite o dezvoltare în serie Laurent de 
forma 


S (z T (z a PREIEI EAA 


cu yọ Æ 0. Teorema este demonstrată. E 


Să revenim asupra singularităților posibile ale unei funcţii, eliminând din 
discuţie punctele critice care pot exista doar pentru funcţii multiforme şi să 
analizăm punctele singulare esenţiale şi pe cele singulare esenţiale izolate. 
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Recunoaşterea unui punct singular esenţial izolat zo al funcţiei uniforme 
f(z) se obţine când ne situăm în cazul (3) al dezvoltării în serie Laurent a 
funcţiei f(z). Conform ultimei teoreme, 20 este un punct singular esenţial 
al funcţiei f(z) dacă şi numai dacă partea principală a dezvoltării conţine 
o infinitate de termeni. 


Exemplul 8.3.1 Funcţia f(2) = ež are în zo = 0 un punct singular esenţial 
izolat. 


Soluţie. Funcţia considerată admite următoarea dezvoltare Laurent în jurul 
punctului zo = 0 


Partea. principală a acestei dezvoltări are o infinitate de termeni, deci 
zo = 0 este un punct singular care este şi izolat deoarece, cu excepţia lui 20, 
toate punctele oricărei vecinătăţi a originii sunt puncte ordinare. m 


Fie f o funcţie complexă de o variabilă complexă definită pe o mulţime 
deschisă D, cu valori în planul complex (2) = Ç. Asociem funcţiei f, funcţia, 


p cu valori în planul complex întreg şi definită pe mulţimea D’ = Ic eC: 


= žE D} prin p(G) = (2), unde ¢ € D’. 


Definiția 8.3.4 Vom spune cà z = œ este punct ordinar al funcției f 
dacă C = 0 este punct ordinar al funcției p. Dacă C = 0 este un punct 


singular al funcției p vom spune că f(z) are în punctul de la infinit un 
punct singular de aceeaşi natură. 


Observaţia 8.3.2 Conform Definiţiei 8.3.4 şi a Exemplului 8.3.1, rezultă 
că funcţia exponențială z — e? are în punctul de la infinit un punct singular 
esenţial izolat. 


De altfel, natura punctului de la infinit al unei funcții f(z) se poate 
stabili pornind de la dezvoltarea funcției în seria Laurent 


f(2) = 3 Gna; (8.22) 


convergentă în coroana circulară R < |z| < oo. 
Distingem următoarele cazuri: 
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(1) Punctul z = oo se numeşte singularitate removabilă a funcţiei f(z) 
dacă dezvoltarea (8.22) nu are termeni cu puteri pozitive ale lui z, adică are 
forma 


00 ii oo g 
fa) => =at») =, 
Z VA 
n=0 n=l 


ceea ce este tot una cu a spune că există limita finită a funcției când z — oo. 
Această limită nu depinde de drumul pe care z se duce către infinit şi are 
valoarea cp. Dacă 


CO = 0-1 SC-9 S Com =0, cm70, 


atunci punctul de la infinit este un zerou de ordin m al funcţiei f(z). 

(2) Punctul z = oo este un pol de ordin m al funcţiei f(z) dacă dez- 
voltarea (8.22) conţine un număr de m termeni cu puteri pozitive ale lui z, 
adică, 


f(2)= 5 Ga = SE) Ca + Co + C12 + C22? 3 ss H Cm2”, 


ceea ce este echivalent cu a spune că modulul valorilor funcţiei creşte ne- 
mărginit atunci când z — oo. 

(3) Punctul z = oo se numeşte singularitate esențială a functiei f(z) 
dacă dezvoltarea (8.22) conține o infinitate de termeni cu puteri pozitive ale 
lui z, sau dacă oricare număr complex w s-ar alege, găsim un şir de puncte 
în planul complex (zn) cu proprietatea gim Fl) = w. 


Exemplul 8.3.2 Funcția complexă de variabilă complexă 


FOOT JG; 


sin — 
z 
are în punctul zo = 0 un punct singular esențial neizolat. 
Soluţie. Într-adevăr, zerourile functiei € > sin € sunt zeroruri simple, deci 
1 
Ck = kr, unde k € Z, sunt poli simpli pentru funcţia 6 — sie: Funcţia f 
sin 


1 1 
are poli simpli daţi de — = kr, k € Z, adică 2 = Tr’ k € Z. Observăm cà 
z T 


k 
zo = 0 este un punct de acumulare al mulțimii polilor (în orice vecinătate a 
acestui punct există cel puțin un pol al funcției f), deci zọ = 0 este punct 
singular esențial neizolat pentru functia f. 
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Definiţia 8.3.5 Funcția f : D — Ç se numeşte funcţie meromorfă pe 
domeniul D C C dacă în acest domeniu f nu are alte singularităţi decât 
poli. 


De exemplu, funcţiile raţionale (în particular polinoamele) sunt funcţii mero- 
morfe pe Ç. Funcţiile z — tgz, z |> cotz, z— tanhz, z |> coth z sunt 
meromorfe pe orice domeniu D C C. 

Următoarele proprietăți ale funcţiilor meromorfe sunt evidente şi doar le 
enumerăm. 

1) Dacă o funcţie f este meromorfă pe un domeniu D, mulţimea polilor 
săi conţinuţi în D nu poate avea un punct de acumulare în D. De aici rezultă 
că o funcție meromorfă pe un domeniu mărginit D nu poate avea în D decât 
un număr finit de poli. 

2) Dacă f este o funcţie meromorfă pe un domeniu D, atunci f(z) admite 
o dezvoltare în serie de puteri centrată în orice punct zo € D, de forma 


oO 


f) = 5 Cn(z — 20)", me Z. 


n=m 


Dacă, 20 este un punct ordinar al funcției f, atunci m € IN. Dacă zo este un 
pol de ordin p al funcţiei f, atunci m = —p şi c-p Æ 0. 

3) Suma, produsul şi câtul a două funcții meromorfe pe un domeniu D 
sunt funcții meromorfe pe D. 


Definiţia 8.3.6 O funcţie compleză de o variabilă compleză se numeşte 
funcţie întreagă dacă este analitică în întreg planul complex Ç. 


De exemplu: polinoamele, funcţia, exponențială, funcţiile circulare z > sin z, 
z = cos z, funcţiile hiperbolice z— sh z, z > ch z sunt funcţii întregi. 
Evident, seria Taylor a unei funcţii întregi, în jurul oricărui punct 29 € Ç, 
are raza de convergenţă R = œœ. 
În încheiere vom da două teoreme referitoare la comportarea unei funcții 
întregi în punctul de la infinit. 


Teorema 8.3.4 O funcție întreagă are în punctul de la infinit un punct 
singular esenţial izolat dacă şi numai dacă este diferită de un polinom. 


Demonstraţie. Dezvoltarea în serie Taylor a unei funcţii întregi f, 


f(z) = co + ez + e22? + H enz” +--:, 
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are loc pentru |z| < R, cu R oricât de mare. Funcţia p, cu valorile y(¢) = 


f (=) are dezvoltarea în serie Laurent 


Ç 
Cc] C2 Cn 
Pe) = ot Ett et 
L G Ga 
1 i Ă i ds . 
pentru |(| > p = =, cu p arbitrar de mic, deci o dezvoltare în jurul lui 


Go = 0. Punctul de la infinit este punct singular esenţial izolat al funcţiei 
f dacă şi numai dacă Co = 0 este un punct singular esențial izolat pentru 
functia y. Însa, partea principală a dezvoltării în serie Laurent a funcţiei 
p conţine o infinitate de termeni dacă şi numai dacă f nu este polinom. 
Teorema, este demonstrată. L] 


De exemplu, funcţiile z — e7, z > sin z, z > cos z, z œ> shz, z > ch z 


au în punctul de la infinit un punct singular esențial izolat. 


Teorema 8.3.5 Dacă o funcţie întreagă f : C — C are în punctul de la 
infinit un punct ordinar, atunci f se reduce la o constantă. 


Demonstraţie. Dacă f are în punctul de la infinit un punct ordinar, func- 


1 
tia y, cu valorile y(¢) = Ii are în (o = 0 un punct ordinar, deci seria 


Laurent Due & 
€) = c4 afet ha STIE ae dee 
(c) 0 Č E cn 
trebuie să aibă partea principală nulă. Rezultă cn = 0, (V) n e IN* şi rămâne 
(c) = ©, (v) Ç = Ç, deci f(z) = C0, (v) ZE C. = 


Ca aplicaţie imediată, a acestei teoreme se poate demonstra 


Teorema 8.3.6 (Teorema lui D'Alembert şi Gauss) Orice polinom P 
de grad n > 1 are cel puţin un zerou în mulţimea Ç. 


Demonstraţie. Dacă P(2) # 0, (Y) z € Ç, atunci funcţia f, cu valorile 


f(2) = 


este o funcţie întreagă, care, în punctul de la infinit are un 


P(2) 
punct ordinar, deci f, ca şi P, se reduc la câte o constantă. Acest lucru 
contrazice însă ipoteza. E 


Exerciţiul 8.3.1 Să se determine seria Laurent corespunzătoare ramurii 


principale a funcției complexe de variabilă compleză f(z) = PET? în 
+ 2 
coroana circulară 1 < |z| < oo. 
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1 
Soluţie. Funcţia f(z) = ————- are două ramuri, iar ramura care este o 
i ET 


continuare analitică directă a funcției reale f(x) = definită pentru 


1 
VEN 
x > 1, este ramura principală sau determinarea principală. 

Această funcţie complexă are, în coroana circulară 1 < |z| < oo, numai 
puncte ordinare. 


Să construim seria Laurent a acestei funcţii în jurul punctului z = oo. 


1. LE C : 
Pentru aceasta, punem Ç = — şi astfel coroana infinită de mai sus se 


z 
transformă, în discul de rază unitate şi centrul în (o = 0, iar punctul z = oo 
trece în punctul Ç = 0. 

Dezvoltăm funcţia 


(c) = = AER 


1 vi+ë 
y +a 
într-o serie Taylor în vecinătatea punctului ordinar (9 = 0. 

Să observăm că funcţia (Ç) este derivata funcţiei V(6) = y1 +¢?. 
Alegerea ramurii funcţiei multiforme este determinată de alegerea, ra- 
murii funcţiei f(2) şi evident că este vorba, de acea ramură a funcţiei pentru 
care (0) = +1. Pentru simplificare, notăm w = C2 şi considerăm funcţia 
x(w) = VI FU. 

Pentru dezvoltarea în serie Taylor a funcției x în vecinătatea lui w = 0 
avem nevoie de valorile derivatelor x™ (0). 

Se găseşte 


(2n — 2)! 
22-1 (n — 1)! 


Astfel, dezvoltarea ramurii alese a funcţiei x(¢) în discul |w| < 1 este 


x™ (0) = (—1 


În felul acesta, pentru functia W(() şi pentru |(| < 1, obţinem 


O= pre = O a 


n=1 


iar pentru funcţia y(Ç) se obţine 


— hl Ni ee At 2n+1 
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In final, pentru ramura aleasă a funcţiei f(z), în coroana nemărginită 
1 < |z| obţinem dezvoltarea Laurent 


2n)! 1 

yar . 

f2) = ro Pa) zi n!)2 gz2n+1' 

Deci, punctul de la infinit este punct ordinar pentru functia f. C] 


Exerciţiul 8.3.2 Se consideră funcția 


2(22 + 1) — 4(22 — 1) 
23 —622+1lz—6 ` 


f(2) = 


Să se dezvolte în serie în jurul punctelor zo = 0, zo = 1, zo = 2, zo = 3. 


Soluţie. Funcţia f(z) admite punctele 20 = 1, zo = 2, zo = 3 ca poli simpli 
şi se poate scrie: 
1 z 1 


FaN z—92 g 


În discul |z| < 1, funcţia f este analitică şi are dezvoltarea Taylor 


Pentru a dezvolta funcția în serie în jurul punctului z = 1 scriem funcția 


f(z) sub forma: 


1 z—1 1 1 1 
oz 1-(z-1) 1-(z-1) 2 a z=- 


În discul |z — 1| < 1, avem dezvoltările Taylor: 


le Ðg- —l -pD 
eeg ie 2. a eZl > 2n 


şi deci dezvoltarea în serie Laurent a funcţiei f în coroana circulară 0 < 
|z— 1| < 1 are forma 


f()= eee 2)(z 1. 


n=l 
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Vom scrie acum expresia funcţiei f(z) sub forma 


© 1 TE N Li 
~ 1+(z-2)' ` pi 1-(z-2) 
Primul şi ultimul termen din această expresie sunt sume de serii geomet- 
rice convergente în discul |z — 2| < 1, după cum urmează: 
1 e£ 1 ns 
1+ (2—2) 2 eD =a S, Da. 


Cu acestea, am determinat dezvoltarea Laurent a funcţiei f(z) în coroana 
0O<|z—2|<1 
2 < 2n 
f(2) = ———+3+ 25 (2-2) ; 
z—2 
n=l 
Pentru a obţine dezvoltarea, în serie a funcţiei f(z) în jurul punctului 
z = 3, vom scrie valorile acesteia, în forma 


1 1 z—3 3 1 


id ii de a aeo eE z—3 
T 2 
şi, procedând ca mai sus, se obține dezvoltarea în serie Laurent 
S A a fete P 
Ho gta A eege 


în coroana circulară e < |z — 3| < 1. 
Din ultimele trei dezvoltări ale funcţiei f(z), rezultă că punctele z = 1, 
z = 2 şi z = 3 sunt poli simpli ai funcţiei f. E 


1— 
Exercitiul 8.3.3 Se consideră funcția f(z) = Log iai unde pentru loga- 
z 


ritm se consideră determinarea care se anulează în origine. Să se dezvolte 
în serie de puteri ale lui z în discul deschis |z| < 1 şi în coroana nemărginită 
lz| > 1. 


Soluţie. Funcţia f(z) are punctele critice z = +1. Determinarea considerată 
este uniformă, în domeniile considerate. 
In discul |z| < 1, avem: 


zZ Z Z 
îi ala n412” 
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şi deci, în discul |z| < 1, are loc dezvoltarea 


o0 gz2n 
f(z) = Log (1 — z) — Log (1 + 2) = 5 Si, 
n=l 


1 
Cu transformarea z = ră |z| > 1 se transformă în |(| < 1, iar funcţia 
devine A ea e 
= f(3) = Log2—— = ri + Log —. 
P(c) ia) syi se 


Folosind rezultatul precedent, putem scrie 
oo (27 
p(0) = mit 3. 
n 
n=l 
Rezultă că pentru funcţia f(2) avem 
see SI 
f(z) i 20 o 


Remarcăm că partea principală a acestei serii Laurent are o infinitate de 
termeni, deci z = oo este o singularitate removabilă a funcţiei. m 


Exerciţiul 8.3.4 Să se dezvolte în serie în jurul lui z = 1 funcţia 


2 —2 


f(z) = sin 


Soluţie. Se scrie funcţia în forma 


f(z) = sin (1 — =) = sin 1 : cos 


1 
i z= cos + sin 


şi se ţine cont de dezvoltările în serie ale funcţiilor sin Ç şi cos Ç 


: Aa < (SIA A „p2n+l = = (r 2n 
e= Deea) aer cil îm A Tn) Sit 


Revenind la variabila z, găsim că dezvoltarea Laurent a funcţiei f(2) în 
coroana circulară e|z — 1| < R este 


e ae lv le 


20 FI 2—1/(z— 12 


Partea principală a acestei dezvoltări are o infinitate de termeni, prin 
urmare, funcţia f(z) are în z = 1 un punct singular esenţial izolat. E 
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Teoria reziduurilor şi 
aplicaţiile ei 


9.1  Reziduul funcţiei analitice într-un punct sin- 
gular izolat 


Fie zo un punct singular izolat (pol sau punct singular esenţial) al unei func- 
ţii complexe f(z), univalente şi analitice pe un domeniu D. Presupunem că 
domeniul de analiticitate al funcţiei f(2) are proprietatea că există contururi 
y incluse în D astfel încât 20 să fie un punct interior al domeniului A de 
frontieră, y. 

Conform celor prezentate în capitolul precedent, funcţia f(z) este dez- 
voltabilă în mod unic într-o serie Laurent convergentă pe o coroană circulară 
cu centrul în zo inclusă în domeniul D şi suma acestei serii, pe domeniul ei 
de convergenţă, este funcţia f(2). Prin urmare, 


f= J elz- 2)", 


n=— o0 


unde coeficienții c, ai seriei Laurent sunt 


_ 1 (0) 
Su > 2ri e (C — z0)n+l ag 


în particular, 
1 
Cl = Zi RO dc, (9.1) 


iar C este orice contur inclus în coroana de convergenţă Ri < |z — zo| < Ro. 
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Definiţia 9.1.1 Se numeşte reziduul funcției analitice f : D — Ç într-o 

singularitate izolată zo a sa, numărul complex Sai F(C) dc în care inte- 
Ti Jy 

grala se ia pe sensul pozitiv al unui contur arbitrar y care înconjură punctul 


zo, situat în întregime în D. 


Pentru reziduul unei funcții f(z) în punctul singular al ei zọ vom folosi 
notația Rez [f(z), zo]. 


Observaţia 9.1.1 Dacă zo este un punct ordinar sau o singularitate re- 
movabilă a funcţiei f(2), reziduul acestei funcţii într-un asemenea punct 
este zero. 


Observaţia 9.1.2 Din (9.1) şi Definiţia 9.1.1 rezultă 


Rez|f(2), zo] = a. 


Exerciţiul 9.1.1 Să se determine reziduurile funcţiei f(z) = 2 ež, kez, 
în punctele singulare izolate ale sale. 


Soluţie. Deoarece intuim că unicul punct singular al funcţiei este zọ = 0, 
dezvoltăm funcția f(z) în serie Laurent în jurul originii. Ne folosim în acest 
scop de dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei e€ 
n 
SEEN EN ETE aer 

ME a Tu +a d 

gi A 2 1 : 
care este convergentă în întreg planul complex. Punând Ç = — obţinem 


dezvoltarea, în serie Laurent în coroana nemărginită |z| > 0 


Inmulţind în ambii membri ai acestei dezvoltări cu 2F găsim dezvoltarea 
în serie Laurent a funcţiei date în coroana nemărginită |z| > 0 


Deoarece partea principală a dezvoltării are, indiferent de k € Z, o 
infinitate de termeni, punctul z = 0 este un punct singular esenţial izolat 
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al funcţiei f(z). Atunci, reziduul funcţiei în punctul zọ = 0 este coeficientul 


lui — din această dezvoltare. Acest termen se obţine pentru n = k +1. 
z 


1 
Cum n > 0 pentru k < —1, coeficientul lui — este nul, iar pentru k > —1 
z 


1 1 
coeficientul lui — este ———. Deci 
z (k+1)! 
0, pentru k< —1 
Rez [f(2),0] = 1 
KED pentru k > —1. 


9.2 Formule de calcul ale reziduurilor 


Pentru a calcula reziduul funcţiei f(z) într-o singularitate izolată, putem 
folosi formula (9.1). Deci, putem scrie 


REG PE) ati] = i fo Eca (9.2) 


Există cazuri particulare în care se pot stabili formule de calcul mai 
simple ale reziduului unei funcţii f(z) într-un punct singular izolat al ei. În 
aceste formule, integrarea din (9.2) se înlocuieşte cu calculul unor derivate 
în punctul zo. 

Să examinăm astfel de cazuri. 

(1) Presupunem că zo este un pol simplu al funcţiei f(z). Atunci, f(z) 
admite dezvoltarea. în serie Laurent 


Haz co eu(2 20) + col2— 2092 4+--*F ca(z— e (9.3) 


Z — 20 


într-o coroană circulară centrată în 29. 
Inmulţind ambii membri ai egalităţii (9.3) cu (z — 20) şi trecând la limită 
pentru z — 20, obţinem 
c-1 = lim (z —zo)f(2). (9.4) 
z—20 
În plus, din (9.3) observăm că într-o vecinătate a punctului 20 funcţia 
f(z) poate fi reprezentată în forma unui raport de două funcţii analitice 


fa) = PO (9.5) 
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unde p(20) Æ 0 şi 20 este un zerou de ordin 1 al funcţiei (2). 
Aşadar, dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei Y într-o vecinătate a punc- 
tului 20 are forma 


(n) (z 
(7 pet e Ua pas, (9.6) 


p" (20) 


p(z) = (z — 20) (20)+ 2] 


în care (29) 7 0. Atunci, din (9.4) — (9.6) obţinem 


P(20) 
C1 = i 9.7 
(20) (40) 
Prin urmare, din (9.2) şi (9.7) rezultă că formula de calcul al reziduului 
unei funcţii f(z) într-un pol simplu zo al ei este 


p(20) 


Rez[f(2), 20] = SC 


(9.8) 


Subliniem că în cazul discutat mai sus funcția f(z) are expresia (9.5), 
functiile p(2) şi y(z) sunt funcţii analitice într-o vecinătate a punctului 20, 
iar 20 este un zerou de ordinul întâi al funcţiei (2). 

(2) Să considerăm cazul în care zo este un pol de ordin p pentru funcţia 
f(z). Din capitolul precedent ştim că într-o coroană circulară centrată în zo 
are loc dezvoltarea 

C—p C—1] 


f(2) = Gan ati f a Hci(z— zo) +: :-+cn(z—2z0)”+--- (9.9) 


Conform relației (9.2), pentru a calcula reziduul funcției în punctul zo 
trebuie să determinăm coeficientul c—ı al dezvoltării (9.9). In acest scop, 
înmulţim ambii membri ai egalităţii (9.9) cu (z — zo)” si obţinem 


(2 — 20 f(2) = c-p+ c-pra (2 — 20) eana + co(z— 20)P+---. 


Pentru a determina coeficientul c—1 trebuie să derivăm această egalitate 
de (p — 1) ori şi apoi să facem pe z să tindă la zọ. Odată determinat c-a 
avem şi reziduul funcţiei f(z) în punctul singular 20. 

Aşadar, formula de calcul al reziduului unei funcții f(z) în punctul sin- 
gular zo de tip pol de ordin p este 


p—1 
i dim (e = z0)f(2)). (9.10) 


Rez[f(2)20] = = 
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Cum funcţia căreia i se calculează limita în (9.10) este continuă în punc- 
tul 20, deci limita sa pentru z — zọ este egală cu valoarea funcţiei în 20, 
formula. de calcul (9.10) poate fi scrisă şi în forma 


Rez [fo z] = Cap ale oro) (9.11) 


z=2z0 
Formula (9.8) este un caz particular al formulei (9.10). 


Exercitiul 9.2.1 Să se determine reziduurile funcţiilor fi(2), falz), fa(z), 
falz) definite prin 


fu(2) = ; f(z) = e” -tgz; 


zZ 1 


fa) = GED- D?’ falz) = (271) 


unde n > 1 din expresiile funcţiilor fı şi fa este un număr natural arbitrar. 


Soluţie. Funcţia f,(2) are punctele singulare 


clu 2k 2k 
a 
apă | n = cos ST + isin (k=0,1,...,n— 1), 
n n 


şi toate aceste n puncte sunt poli simpli situaţi pe cercul de rază unitate cu 
centrul în origine. Conform formulei (9.8), reziduul funcției fı(z) în polul 
simplu 27 este 


1 i gi 4 4k 
z i T 
Rez |fi(z), zk] = o = -z= e n = ( cos H i sin i 
n Zk n n n 
Să determinăm punctele singulare izolate ale funcţiei f2(2). 
A TS : ) ei? sin 2 
In acest sens observăm că funcţia se scrie sub forma f2(2) = şi 
cos Z 


deci este de tipul (9.5), unde %(z) = cos z are o infinitate de zerouri simple 
ze > Ek unde k € Z. 
Aplicând formula (9.8), obtinem 


( e% sinz ) 
2Z=2k — sinz 


a) izr — (DE, 


Rez [fa(2), zx] = ( 


= —e 


(cos 2) z=zk 
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Funcţia fa(2) are polul simplu 21 = —1 şi polul triplu z2 = 1. Pentru 
calculul reziduului în polul simplu folosim (9.8) şi găsim 


zZ 


(Eea) 


Rez [fs (2), 21] 


1 


z= 1 g 


= (eor H 1)(2 p) 


Pentru calculul reziduului în punctul z2 = 1 aplicăm formula (9.11). Avem 


=y lalea) 
z=1 2 ldz? \z+1 
Cea de a patra funcţie are punctele singulare 212 = +i; ambele puncte 


sunt poli multipli de ordin n. Vom calcula reziduul funcţiei f4(z) în fiecare 
din aceste puncte folosind formula (9.11). Obţinem 


1 


PS 8` 


Rez [f3(z), 22] = n (2-02) 


n—1 
Rez [fa(2)] = 7 E T p= (& o - Ta. 


z=i 


După simplificarea cu (z — i)” se obţine 
| 1 g= 1 
Rez ek ST [ir (r 2 
Efectuând derivata de ordinul (n — 1), găsim 
; z + 1)---(2n — 2) 1 
R = 1)? 1 n(n A i 
e2 fat) l= = (n — 1)! (z +i)? lz=i 


Folosind artificii simple de calcul, reziduul funcției f4(z) în punctul singular 
zı = este 
(2n — 2)! 


Rez alol poa DIE: 


În mod analog, se găseşte că Rez [f4(2),—i] = i 


9.3 Teorema reziduurilor 


In cele ce urmează vom stabili câteva aplicații importante ale noțiunilor 
introduse mai sus. 
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Teorema, care urmează este esenţială în diverse cercetări teoretice şi 
aplicaţii practice. 

Fie A C Ç un domeniu mărginit de frontieră I. Reuniunea acestui dome- 
niu cu frontiera, sa este închiderea domeniului A, notată cu A; prin urmare, 
ASAUT, 

Presupunem că în mulţimea A se află o mulţime finită de puncte distincte 
S = {21,22,..., ZN } care sunt poli sau puncte singulare esenţiale izolate ale 
unei funcţii analitice pe un domeniu D. 


Teorema 9.3.1 (Teorema reziduurilor a lui Cauchy) Dacă funcţia 
f(z) este analitică în domeniul D şi dacă ANS C D, atunci 


N 
| HO de = iY Rezi flo) aul, (9.12) 
r k=1 


unde conturul T este parcurs în sens pozitiv. 


Demonstrație. Amintim că dacă o funcție f(z) este analitică în domeniul 
închis A | S, atunci toate punctele frontierei T sunt puncte regulate ale lui 
fa). 

Izolăm fiecare din punctele singulare 2, ale funcţiei f(z) printr-un contur 
yk care să conţină numai punctul 24. Considerăm domeniul închis multiplu 
conex mărginit de conturul T şi de contururile pp. Atunci, funcţia f(z) este 
analitică în tot interiorul acestui domeniu. Prin urmare, conform Teoremei 
lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe, avem 


N 
[Ho&+S BOLE (9.13) 


k=1" Yk 


Trecând suma din (9.13) în membrul al doilea şi folosind Definiţia 9.1.1 
obţinem (9.12) şi teorema este demonstrată. E 


Importanță practică a formulei (9.12) constă în faptul că în multe cazuri 
este mai simplu să evaluăm reziduurile unei funcţii f(z) în singularităţile 
situate în interiorul domeniului limitat de un contur I decât să calculăm 
direct integrala funcţiei f(z) pe conturul T, egalitatea, între rezultate fiind 
asigurată de teorema, reziduurilor. 

Mai târziu vom prezenta, unele aplicaţii importante ale acestei formule. 

Aplicarea. teoremei reziduurilor poate deveni laborioasă dacă numărul N 
al punctelor singulare este mare. În unele situaţii această dificultate poate 
fi înlăturată folosind reziduul funcţiei f în punctul de la infinit şi o teorema 
pe care o vom prezenta mai Jos. 
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Definiţia 9.3.1 Fie f(2) o funcţie analitică în exteriorul discului închis 
B(0, Ro), cu centrul în origine şi raza Ro, astfel încât punctul de la in- 
finit este pentru f(2) punct ordinar, pol sau punct singular esenţial izolat. 
Reziduul funcţiei f(z) în punctul de la infinit, notat cu Rez|f(2),o0], 
este numărul complex 


Rezlf( o] = = pi | OG, (9.14) 


2ri 
unde C? este un contur arbitrar inclus în exteriorul discului B(0, Ro), par- 
curs în sens pozitiv şi în exteriorul căruia funcţia f(2) nu conţine alte puncte 
singulare cu excepţia eventuală a punctului de la infinit. 


Din această, definiţie rezultă, în particular, că dacă punctul z = oo 
este o singularitate removabilă sau punct ordinar, atunci este posibil ca 
Rez |f(2),00] să fie nenul, în timp ce reziduul funcţiei f(z) într-un punct 
singular removabil sau ordinar este întotdeauna egal cu zero. 


Observaţia 9.3.1 Pentru calcularea Rez|f(2),00] dezvoltăm în serie Lau- 
rent funcţia f(z) în coroana circulară nemărginită cu centrul în origine 
Ro < |z| care să nu conţină singularităţile funcţiei f(z) situate la distanţă 
finită. Avem 


AR n al HO) 
f(z) = pan Cn? 3 n= dni A ni de. 
Folosind această dezvoltare şi (9.14), deducem Rez|f(2), x] = — ca. 


Formulele (9.12) şi (9.14) fac posibilă demonstrarea teoremei anunţate 
mai sus. 


Teorema 9.3.2 Dacă funcţia f(z) este analitică în întreg planul complex, 
cu excepția unui număr finit de puncte singulare izolate zk (k = 1,2,...,N), 
care include şi z = œ (zy = œ), atunci 


N 
`X Rez|f(2), zk] = 0. (9.15) 
k=1 


Demonstraţie. Să considerăm un contur C care să conţină în interior toate 
cele N — 1 singularităţi 27 situate la distanţă finită. Conform formulei (9.12) 
din Teorema 9.3.1, avem 


1 N—1 


A f(O dt = 5 Rez [f (z), zk]. (9.16) 


2ri 
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Însă, în baza relaţiei (9.14), integrala din membrul stâng al egalităţii 
(9.16) este, cu semn contrar, reziduul funcţiei f(z) în punctul de la infinit. 
Aceasta. demonstrează teorema. m 


Teorema, 9.3.2 permite, ocazional, simplificarea calculului unor integrale 
pe un contur, aşa cum se constată, din exerciţiul care urmează. 


1 
Exerciţiul 9.3.1 Să se calculeze integrala I = f —— sin X dz, unde T 
ri+z2 zZ 


2 2 
E . T X g ; 
este elipsa de ecuaţie —; + B — 1 = 0, în următoarele cazuri: O < b < 1, 
a 


b 
b>l. 


Soluţie. Funcţia f, cu valorile f(z) = a sin Z, are singularităţile: 
zo = 0 punct singular esenţial; z1 = i şi z2 = —i poli simpli. 

Pentru calculul reziduului funcției f în origine, dezvoltăm funcția f în 
serie Laurent în jurul punctului zọ = 0. 

Pentru aceasta, folosim dezvoltările Laurent ale celor doi factori ai ex- 
presiei funcţiei în coroana 0 < |z| < 1. Astfel, f(z) devine 


Ir 1r? e E] 


= Dea II da ii 
A) Za A i 3! 25 51 25 


Ş n ea E aa R . 
Coeficientul termenului în — din produsul acestor serii este seria nu- 
z 


merică 


care este convergentă şi are suma sh 7. Aşadar, Rez |f(2),0] = sh. 
Pentru calculul reziduurilor în polii simpli zi = şi z2 = —i, aplicăm 
formula, (9.8) şi găsim: 


T 
, Sni sin (—17 
Rez [f(2),î] = A pain da = ) = z sh; 
ai 
; y sin (im 1 
Rele- = 5l = EE = ish 


Când 0 < b < 1, doar punctul singular zọ = 0 se află în domeniul a cărui 
frontieră este elipsa T. 
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Folosind teorema reziduurilor, avem 
I = 2ni Rez |f(2),0] = 2nishr. 


Când b > 1, toate cele trei puncte singulare se află în domeniul limitat 
de elipsă şi prin urmare 


I = 2mi( Rez[f(2),0] + Rez[f(2),i] + Rez[f(2),-1]) = 0. 


În al doilea caz se poate obţine valoarea integralei / folosind numai 
reziduul funcţiei în punctul de la infinit deoarece T = —2ri Rez | f (z), oo]. 

Pentru a calcula reziduul funcţiei f(z) în punctul de la infinit, dezvoltăm 
f(z) în serie Laurent în |z| > 1. În acest sens, scriem f(z) în forma 


Deoarece fracţia , în domeniul considerat, este suma unei serii geo- 


1 
i 
i A 1 A 
metrice cu raţia —-3 funcţia are dezvoltarea 
z 
1 1 1 Im 1r 1rř 
fag z2 zt e 3! 23 525 o 


1 ; 
Dar produsul după Cauchy al celor două serii nu are termen în — şi deci 
z 


€_1 = 0, ceea ce implică Rez |f(2), oo] = 0. Regăsim 7 = 0. m 


9.4 Calculul unor integrale reale folosind teorema 
reziduurilor 


Teoremele paragrafului precedent îşi găsesc aplicaţii nu numai în calculul 
integralelor din funcţii complexe de o variabilă complexă dar şi în calculul 
unor integrale definite din funcţii reale de o variabilă reală. Uneori, este mai 
convenabil să folosim metode ale funcţiilor complexe pentru a găsi valoarea 
unor astfel de integrale. 

În cele ce urmează, vom considera tipuri de integrale definite sau impro- 
prii cărora li se pot afla mai uşor valorile folosind teorema, reziduurilor. 
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27 
9.4.1 Integrale de forma | R(sin 6, cos 0) do 
0 


Considerăm integrala proprie pe compactul [0, 27] a unei funcţii raţionale în 
argumentele sin 6 şi cos 0, deci o integrală de forma 


27 
D= R(sin 0, cos 0) d8. (9.17) 
0 
Acest tip de integrală se reduce la integrala unei funcții complexe dacă 
se face schimbarea de variabilă z = e%. 
Avem 
i0 — ib 2 
— 1 1 —1 
sin 0 = E = - (2 ) SI - 
dz . 2 2i Z 2iz 
d0 = — şi 
iz ið 1 o—ið 2 
e” +e 1 1 z +1 
0 = == fmm . 
di 2 2 (=+ J 2z 


Când 6 parcurge intervalul [0,27], variabila complexă z parcurge în sens 
pozitiv cercul |z| = 1, ecuaţia căruia se poate scrie şi în forma z = e’? 


Astfel, integrala (9.17) se transformă în 


1 E 
r=} f R( E ja (9.18) 
i Jjzļ=1 2iz 2z z 


În baza proprietăților generale ale funcțiilor analitice, integrantul din 
(9.18), care este o functie rațională de forma 
~ ao + 012 + a22? +-:: + an2” 


R= 1 
(2) bo + biz + boz2 + -+ baz” (9.19) 


este funcţie analitică în discul închis |z| < 1, cu excepţia eventuală a unui 
număr finit N < m de puncte singulare 2, cu |z| < 1, care sunt zerourile 
numitorului din (9.19). 

Prin urmare, după Teorema 9.3.1, 


N 
I= 2r 5 Rez [R(z), 24]. (9.20) 
k=1 
Punctele 2; sunt polii funcţiei R(2). 
N N 
Dacă, ay este ordinul polului 2, atunci 5 a < m. Situaţia 5 ak <M 
k=1 k=1 


corespunde cazului în care numitorul funcţiei R(z) are şi rădăcini situate în 
exteriorul discului |z| < 1. 
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În baza formulei (9.10), valoarea integralei (9.17) este dată de 


N apg—l i 
1=20 5 E Ti (= E 2) (9.21) 


Z=Zk 


d 


—————, a >. 
a + sin 0 4 


27 
Exerciţiul 9.4.1 Să se calculeze integralei I a 
0 


Soluţie. Notând z = e°, se obţine egalitatea 


1 dz 2 
I= 3 „— = = dz. 
lzj=1 g — 1 iz |zj=1 Z? + 2ai2 — 1 
a+“ 
2iz 


Unicul pol simplu al functiei R(2) = , conținut în discul |z| = 


z2 + 2aiz — 1 
1, este z1 = i(v a2+ 1 -— a) şi reziduul acestei funcţii în acest pol se poate 
= 1 1 


calcula cu formula (9.8), deci Rez [R(z), z1] = 


Obţinem 


zı+íia ivya?-—1 


~ 27 


r= | = 2miRez (flo), a] = = 
-~ Jo a+sinz DREG a2 = 1 


Exerciţiul 9.4.2 Să se calculeze integralele: 


27 cos nô 2r sin n0 
ie A e J do 
1 A 1 — 2a cos 0 + a? a o  1—2acos0+ a? 


unde a € R, |a| < 1. 


Soluţie. Determinăm cele două integrale simultan considerând combinaţia 


L+il A cos n + isin nð f (cos 0 + isin 0)” 
ilh = = . 
= a 1 — 2a cos 0 + a2 o 1—2acos0+ a? 


0 


Efectuând schimbarea de variabilă z = e“, se obţine 


l A dz . an 
h +il = 5 .-— i 5 2 dz 
lzj=1 z +1 o iz lzj=a az? — (1 +a°)z +a 
1 —a—— +a 


zZ 
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PAL 


az? — (1 +a?)z +a 

Această funcție rațională are un singur pol în discul de rază unitate 
cu centrul în origine, şi anume 2 = a, iar reziduul funcţiei în acest pol, 
determinat cu ajutorul formulei (9.8), este 


În acest caz, R(2) = i 


n n 
pied Zi ; a 


Rez [R(z), 21] = F Se =i T 


Conform Teoremei reziduurilor, 


n n 


a O 2ra 
a?—1 1-a? 


lh +il = 2ri -i 


Separând partea reală gi partea imaginară, găsim: 


Ira” 
h = dis, A lL =0. 


Remarcăm că dacă se doreşte determinarea separată a celor două, inte- 
grale, calculele sunt foarte dificile. 
De exemplu, cu schimbarea z = e°, integrantul lui J} este funcţia 
raţională 
(2) = ducat, 
22n|az? — (1 + a2)2 + 1] 


şi are pe zı = a pol simplu şi pe z2 = 0 pol de ordin n. 

Calculul reziduului acestei funcţii în z1 este uşor de efectuat, în schimb 
pentru a afla reziduul în punctul z2 ar trebui găsită derivata de ordin (n— 1) 
a raportului 

1 $ gn 
az? — (1 +a?)z +1’ 


care necesită multe calcule. E 


Exerciţiul 9.4.3 Să se calculeze următoarele integrale: 


27 1+ cos 27 1 + cos 
wy dA ai ao STY ape 
o 5+A4cos ? 0 Rp ad 


2 1+sin 
0 
e f (5 Sio 
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Soluţie. Ne vom ocupa doar de a treia, integrală. 
je 1+ sin 0 =y, (z +i)? d 
= A 
o (5-— 4cos0)? 2 a-i (2z — 1)2(2 — 2) 


1 (z +i)? 
2 (2z — 1)?(z — 2)? 
lul dublu z1 = 1/2 care se află în discul de rază 1 cu centrul în origine. 


Trebuie să calculăm reziduul funcţiei f(z) = în po- 


Găsim PRI 7 
Z + 882 [) 

Rele) al = -3 ( (23) ) loa a 
Ly 107 
şi integrala are valoarea 27 E 

zii g | a d0 
Exerciţiul 9.4.4 Să se calculeze integrala I = J — ~, unde a € 
o l-+acos 

R, |a| <1. 


Soluţie. Punând z = e%, obținem 


r=; 1 Za dz 
i zi=1 paz +1) z i Ja 02? +2z +a 


22 


1 j1 f 
Zerourile numitorului z212 = —— + ~= — 1 sunt poli simpli pentru funcţia 
a 


a 

de integrat. Deoarece zi : z2 = 1, numai unul din aceşti poli se află în discul 
1 1 

de rază 1 cu centrul în origine, iar acesta este zi = —— +4/ -3 7 1. 
a a 

Conform Teoremei reziduurilor, 
1 1 27 
I = An Rez |— 3] = 4r =. 
az? + 2z 4a a(z — zo)lz=za VL —a2 


2T 1 + 2 cos 


Exerciţiul 9.4.5 Să se calculeze integrala proprie I =) c 
o 5+A4sin0 


2 
; 1 
Soluţie. Cu z = et, se obţine I = l an da dz, unde C este 
c 2(222 + Biz — 2) 


cercul de ecuaţie |z| = 1. Integrantul are polii simpli zo = 0, z1 = —1/2, 
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z3 = —2işi numai primii doi se găsesc în discul |z| < 1. Reziduurile funcţiei 
f(z) în acesti doi poli sunt 


2 +z+1 1 

Reb = aal lg A a 
1 z? +z+1 l1 1 
R zol Soa = 373 
ez [f(2),—=3] z(4z + 5i) ea Zic ui 


deci 


I=2ri (Rez [f (2), 0] + Rez r2;-z]) = 3 


9.4.2 Integrale de forma T f(x)dz 


OO 
Vom vedea cum se aplică teoria reziduurilor pentru a evalua integrala im- 
OO 
proprie convergentă J f(a) dz. 


Să presupunem că Amei f(x) este definită pe întreaga axă reală şi poate 
fi prelungită prin analiticitate în semiplanul superior astfel încât funcţia ob- 
ţinută să satisfacă unele condiţii suplimentare cuprinse într-o teoremă, care 
va, fi demonstrată mai jos. 


Lema 9.4.1 Fie f(z) o funcţie analitică în semiplanul superior Imz > 0, cu 
excepția unui număr finit de puncte singulare izolate. Presupunem că există 
numerele pozitive Ro, M şi ô astfel încât pentru toate punctele semiplanului 
superior care satisfac condiţia |z| > Ro are loc mărginirea 


Lf(2)] < Poa (9.22) 
Atunci 
lim f(d =0, (9.23) 
R—o ouă 


unde conturul de integrare Ch este semicercul |z| = R, Imz > 0, R > Ro, 
situat în semiplanul superior al planului complex (z). 


Demonstraţie. În baza unei proprietăţi a integralelor în complex referi- 
toare la modulul unei integrale dintr-o funcţie complexă pe o curbă netedă 
pe porţiuni, pentru R > Ro, avem 


TMR rM 


FO a| a I/(C)l ds < -prrs = ps 7 O când R —> oo 


CR 
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şi aceasta demonstrează lema. C] 


Observaţia 9.4.1 Dacă ipotezele Lemei 9.4.1 sunt satisfăcute într-un sec- 
tor de cerc pı < argz < p2 din planul complex (z), atunci formula (9.23) 
este adevărată cu precizarea că domeniul de integrare este arcul din cercul 
C'h cuprins în sectorul dat. 


Observaţia 9.4.2 Ipotezele Lemei 9.4.1 sunt evident satisfăcute dacă func- 
ţia f(z) este analitică într-o vecinătate a punctului de la infinit şi acest 
punct este un zerou de cel puţin ordinul al doilea al funcţiei. 


Într-adevăr, în acest caz, dezvoltarea în serie Laurent a funcţiei f(z) în ve- 
cinătatea, lui z = oo este 


aTe > 
unde functia p(z) este astfel încât |y(z)| < M, ceea ce înseamnă că are loc 
estimarea (9.22) cu ô = 1. E 


Teorema 9.4.1 Dacă funcția reală de variabilă reală f, definită pe întreaga 
ază reală (—o0,00), poate fi prelungită prin analiticitate la semiplanul Imz > 
O şi dacă prelungirea sa analitică f(z) satisface condițiile Lemei 9.4.1 şi 


OO 
nu are singularități pe axa Oz, atunci integrala improprie j. f(a) dz este 
— 00 


convergentă. şi 
N 


J f(x)dx = 2ri 5 Rez|f(2), 2], (9.24) 
B k=1 
unde 2, sunt singularităţile funcţiei f(z) din semiplanul superior. 


Demonstraţie. Prin ipoteză, funcţia f(2), definită în semiplanul superior, 
are un număr finit de singularităţi 24 pentru care |24| < Ro. 

Considerăm un contur închis compus din segmentul de dreaptă -R < 
x < R (R > Ro) şi semicercul Cr din semiplanul superior. 

Conform "Teoremei reziduurilor 


R | N 
f „Bodz+ I „Deh de = ri 2 kaoz]: (9.25) 


Fiind satisfăcute condițiile Lemei 9.4.1, limita termenului al doilea din 
membrul stâng al relaţiei (9.25) este zero când R — oo, în timp ce membrul 
doi este independent de R pentru R > Ro. 

Rezultă că limita lui (9.25) există şi obţinem (9.24). E 
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Exerciţiul 9.4.6 Să se calculeze integralele improprii 


o g? % da 
l = —— dz; I =y ——. 
i |. 1+ zl i: = -œ l+ zt 


Soluţie. Prelungirile analitice în semiplanul superior ale funcţiilor de inte- 
grat satisfac ipotezele Teoremei 9.4.1. Punctele singulare ale acestor funcții, 
situate în semiplanul superior, de tip pol simplu, sunt 


+ 2kr T 3T 

> Aduga) Meas 

z25=e 4 (k=0,1) = z=e4, g=e 4. 
Prin urmare 


h 


2ri (Rez [fil2), z1] +Rez[fi(z), 2]), 


Ij = 2ri(Rez [fo(2), 21] + Rez [f2(2), 221). 


Reziduurile celor două functii în respectiv cei doi poli simpli se calculează, 
u (9.8). Avem 


i i 3T 
aas 
ez | fı (2), za FE: 7 e ; 
i i 9r A T 
n FT = 
ez filz), 2 423 4 e 4 e ) 
T 
z? O e 
ez |f2(2), za T i e ; 
5 R ƏT 
2 => 
R = 2 = 2 4, 
ez | f2(2), z2 FE: 7 e 


Cu aceste reziduuri şi ţinând cont că e'? = cos Y + isin p, se găseşte 


s IAZ 
= 


Observaţia 9.4.3 Dacă f(x) din egalitatea (9.24) este o funcţie pară şi 
satisface ipotezele Teoremei 9.4.1, atunci 


în N 
1 Fc) dz = ti Y` Rez [f (2), za], (9.26) 
0 k=1 


unde zk sunt singularitățile funcţiei f(z) din semiplanul superior. 
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Într-adevăr, dacă f (x) este funcţie pară, atunci 
OO 1 OO 
A E E ni fade (9.27) 
(0) 2 J-o 
Din (9.24) şi (9.27) rezultă (9.26). E 
Observaţia 9.4.4 O teoremă similară Teoremei 9.4.1 are loc în cazul când 


ezistă o prelungire analitică a funcției f(x) în semiplanul inferior care să 
satisface ipotezele Lemei 9.4.1. 


Exerciţiul 9.4.7 Să se determine valorile integralelor improprii de prima 
speță: 


99 da exe, dz % dr 
n= | OE EI n= | UE BEI pef TT 

-oœ zt — r2? +1 o (z? +1) o aă+1l 
n= [e r’ dr =f. (£2 + 2)dz rfg +l iz 
t Jorit CESHA PERKU 


9.4.3 Integrale de forma T =] "Rada, a E (—1,0) U (0,1) 
0 


P 
Fie R(x) = (2) o funcţie raţională care satisface condiţiile: 


Q(z) 
Q(z) 40, (Y) ze [0,oo); aœ+1+gr(P) < gr(Q), 


unde gr (P) şi gr (Q) sunt gradele polinoamelor P(x) şi Q(x). 

Astfel, integrala I este convergentă şi putem scrie 

p 
I= lim | z°R(x)dz. 
awé 

Dorim să vedem cum se aplică teorema reziduurilor pentru calculul aces- 
tui tip de integrale improprii de prima speţă. 

Pentru aceasta, avem nevoie de două leme. 

Precizăm că, So este sectorul circular cu vârful în zọ şi raza Rọ, 


So = (2 = zo+re'?| 0 <r < Ro, pi Sp), 0<pa— y1 21, 


Frontiera, lui So este o porţiune din cercul de rază Ro şi centrul în punctul 
zo la care se adaugă două raze ale cercului, care fac cu axa Oz unghiurile 


pı Şi p2. 
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Lema 9.4.2 Pie f o funcție continuă pe sectorul circular So cu vârful în 
punctul fizat 20. Dacă lim _|(2—20)f(2)] = 0, atunci tim | fiz)dz=0, 
z—20,ze 50 p—0 
unde y C So este un arc de cerc de rază p şi cu centrul în punctul zo. 
Demonstraţie. Continuitatea funcţiei f pe sectorul Sọ asigură existenţa 
integralei pe y. Prin ipoteză lim  |(2 — zo)f(2)] = 0, deci (Y) e > 0, 
zo 


z—20,ze50 
3) 6() > 0 astfel încât 


— 


(z — zo)f(z2)|l<e, (v) ze So cu |z- zo| < (e). 


Alegând p < 6(2), avem 


[ro dz 


unde L(y) este lungimea, arcului de cerc y. 


[ez a 
y 


Z — AQ 


E 
< -L(q), 
p 


Deoarece L(y) < 2rp, rezultă că p < ô(e) implică < 2re şi 


[ro dz 


lema este demonstrată. i] 


Lema 9.4.3 Dacă f(z) este o funcție continuă pe mulţimea 
So = {z7 = zx +re*| r > Ro, a < Y < ypo} 


şi dacă lim [(z — 2o)f(2)] = 0, atunci „im fto dz = 0, unde 
N 


|z—zo|—>20,zE€S% 


C Sh este un arc de cerc de rază p şi cu centrul în punctul zo. 
Şi 0 P 


Demonstrație. La fel ca mai sus, existența integralei pe orice arc de cerc 
y C 5 este asigurată de continuitatea funcției f pe mulţimea Sġ. Din ipoteză 
rezultă că oricare ar fi e > 0, există numărul 6(2) > 0 astfel încât pentru 
orice z € S$ cu |z— zo| > &(e), avem |(2 — z0) f(2)| < e. În particular, pentru 
p > ôe), |(z — zo) f(e) < e, V) z€ 7. 

Din aceleaşi considerente ca în lema anterioară, avem că p > ô(£) implică 


f roal) f ee 
E: yY 


Z — 20 
deci lim A fiz)dz=0: E 


E 
dz| < — - 2rp = 2re, 
p 


Considerăm acum functia multiformă z — z“R(2), tăietura 


T = ze, z=z+iyly=0, z>0) 
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şi să notăm D = Ç \ T. Alegem una din ramurile acestei corespondențe, 
definite pe D, de exemplu f : D— Ç, cu valorile 


f(2) di pila re) so), 


unde r şi p sunt modulul şi respectiv argumentul numărului complex z; prin 
urmare z = re!?. 

Funcţia f(z) astfel introdusă nu are alte puncte singulare pe domeniul 
D decât polii funcţiei raţionale R(2). 

Fie A = {z =re®|e<r< p, 0<gp< 2n), deci coroana circulară cu 
centrul în origine, cu raza interioară £ şi cu raza exterioară p, din care s-a 
scos segmentul fe, p] c T. Evident, A C D. 

Aplicăm teorema reziduurilor funcției f prelungită prin continuuitate pe 
cele două borduri ale tăieturii T. Vom lua £ suficient de mic şi p suficient de 
mare astfel încât A să conţină toţi polii funcţiei f. 

Ținând seama că pentru p = 0 avem 


z=a, ra, e2 (In z-+ip) = ear — ze, 


ea(m etip) = ea(ln z+2ri) = peria, 


integrala de-a lungul frontierei OA are valoarea 
p ENE 
I f(z)dz = f L R(x) da +] f(2) dz + are L R(x) da -f f(z) dz, 
ðA E T p y 
(9.28) 
unde T este cercul de rază p cu centrul în origine, iar y este un cerc de rază 
e concentric cu primul din care s-au înlăturat punctele de pe axa Or. 
Ambele cercuri sunt parcurse în sens pozitiv (semnul minus din faţa 
ultimei integrale se datorează faptului că s-a. schimbat orientarea cercului 


y). 
Din teorema reziduurilor, rezultà 


N 
| f(2) dz = 2ri yo Rez [f (z2), 2]. (9.29) 
OA k1 
Să demonstrăm că 


e—0 


tim | f(z)dz=0; lim / f(z)dz =0. 
7 
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Pentru aceasta să verificăm dacă sunt satisfăcute ipotezele Lemei 9.4.2 
şi Lemei 9.4.3. 

Avem ip 

poe Iele ea 
IQ(2)] 

Dar, prin ipoteză, a > —1, deci a+1 > 0şi lim [2 f(2)] = 0. De asemenea, 
deoarece a + 1 + gr (P) < gr (Q), obţinem Jim [zf (2)] =0. 

Aşadar, se poate aplica Lema 9.4.2 şi Lema 9.4.3. 

Folosind eceste leme şi trecând la limită în relaţia (9.28), cu luarea în 
considerație a relației (9.29), obtinem 


N 


(1 — e?"ia) I ” Z °R(x) de = 2i Y` Rez [f (2), zx], (9.30) 
k=1 


de unde se poate deduce valoarea integralei T. 


Exerciţiul 9.4.8 Să se calculeze integralele improprii de prima speţă: 
oo za oo yT 
n= | dz, a>0, ae (-11); R= | dz. 
1 A 2 TS PU , ( , ); 2 o Se x3 
Soluţie. Ambele integrale se încadrează în tipul studiat mai sus. Pentru 
I, ramura principală a prelungirii analitice a funcţiei de integrat este 


1 , f 
f(z) = EE eerti) unde z=rei?. 
Reziduurile funcţiei f(z) în polii ei zı = ia şi z2 = —ia sunt 
1 (nrtip) a27! A, 
= — a(Inr+ip = 2 
Rez [F(2), z1] (3 ç ) Z=Z1 21 e , 
i apă BAT 
= — sa(mr+ip) = z4 í 2 
Conform formulei (9.30), avem 
AT „BAT 
% aaa ZE 
(1 — e°) h = mai(e 2 —e 2 ). 
Însă, 1 — e27i« = 1 — cos 2ra — isin 2ra = —2i sin rae!7“, astfel că 


putem scrie 


AT 3AT 
— 2i sin marei - Ii = pa“ (e 2 —e 2 ). 
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Inmulţim în ambii membri cu e +7“ şi obţinem 


A = „Ta 
IL -2i sin ra = ma”! - 2i sin a 
de unde 


a—l1 


ÎS: 
2 cos Č 
2 


Pentru calculul integralei I2 putem aplica teorema reziduurilor funcţiei 


şi domeniului A din Lema 9.4.3. Funcţia g are polii simpli 
T 27 


SE 3 | k =0,1,2. 


Procedând ca mai sus, se obţine I2 = m 
Exerciţiul 9.4.9 Să se calculeze integralele 
v2 3 
oo Ya O ma œo r2 
h = —— dz; h= J dz; I3 = J — dz. 
i l (x+ 1)? T T 


9.4.4 Integrale de forma A e*** f(x) dz. Lema lui Jordan 


Calculul unei importante clase de integrale improprii prin intermediul teo- 
remei reziduurilor se bazează pe lema lui Jordan. 


Lema 9.4.4 (Lema lui Jordan) Dacă funcția f(z) este analitică în semi- 
planul superior Imz > 0, exceptând un număr finit de puncte singulare izo- 
late, şi tinde la zero uniform în raport cu argz când z — œ, atunci pentru 
w > 0 

lim ei f(0)de =0, (9.31) 


R—oo Ch 


unde Ch este un arc din cercul |z| = R din semiplanul Imz > 0. 
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Demonstraţie. Ipoteza că f(z) tinde la zero când z — oo, uniform în 
raport cu argumentul lui z, implică evaluarea 


If(2)| < ur, pentru |z| = R, (9.32) 


unde upr — 0 când R — œ. Pentru a folosi (9.32) efectuăm schimbarea de 
variabilă ¢ = Ret? şi luăm în calcul faptul că 


2 
sinp > — pentru 0<ps< 5 (9.33) 
T 
Obţinem 
i ei“ f(E) dc] Š ur- R f let” S] dp =u R| e” osie dp. (9.34) 
R 


Dar, 
e: e” osie? dp = a e URNE, (9.35) 
0 0 


Folosind (9.33), obţinem majorarea 


T 


J e-eRsinv dp < f? e" pdo = zzl- eP), (9.36) 
0 0 Ww 
Din (9.34) — (9.36) rezultă 
iul THR ce az 
FA ei“ AO de < ZEE e=). (9.37) 


Trecând la limită în (9.37) pentru R — oo, obţinem (9.31) şi lema este 
demonstrată. m 


Lema lui Jordan se foloseşte la calculul unor integrale improprii de al 
doilea tip. 


Teorema 9.4.2 Dacă funcția f(x), definită pe întreaga ară a numerelor 

reale, poate fi prelungită prin continuuitate în semiplanul superior Imz > 

O şi prelungirea sa f(z) este funcţie analitică, satisface ipotezele lemei lui 

Jordan în semiplanul superior şi nu are singularităţi pe axa reală, atunci 
oo £ 

integrala improprie de prima speţă e“ f(az)dz, w > 0, există şi este 
OO 


egală cu 
N 


fo ei“? f(x)dx = 2ri 5 Rez [e f(2), zy], (9.38) 


k=1 


unde 24 sunt singularitățile funcției f(z) situate în semiplanul superior. 
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Demonstraţie. Punctele singulare 27, k € 1, N, ale prelungirii analitice 
a funcţiei f fiind la distnţă finită de origine rezultă că ele satisfac con- 
ditia |24| < Ro. Considerăm conturul din semiplanul superior Imz > 0 
compus din segmentul |—R, R] de pe axa reală Oz şi semicercul C de e- 
cuaţie |z| = R, Imz > 0, unde raza acestuia este astfel încât R > Ro. După 
teorema, reziduurilor, 


R ! N l 
T e“ f(x)dx + ji ei f(O dc = 2ri 5 Rez [e™" f(z), 24]. (9.39) 
-R CR k=1 
Folosind Lema lui Jordan, deducem că limita pentru R — oo al celui de 
al doilea termen din membrul întâi al relației (9.39) este zero, primul termen 
având limita egală cu integrala din (9.38). E 


Observaţia 9.4.5 Dacă f(x) din (9.38) este funcție pară şi satisface ipo- 
tezele Teoremei 9.4.2, atunci pentru w > 0 


x N 
A f(x) coswz dr = r Re | 5 Rezle“* f(z), a) = 
ii k=1 
(9.40) 
N 


= -rT mY Rez|e*™ f(z), zk]. 
k=1 


Observaţia 9.4.6 Dacă f(x) este funcţie impară şi satisface ipotezele Teo- 
remei 9.4.2, atunci pentru w > 0 


f f(x) sin wa da = r Re > Rez|e“* f(z), a) ; (9.41) 


k=0 


Exerciţiul 9.4.10 Să se arate că au loc egalitatățile: 


$ COS aT E T , —ac _ „np —ab). 
l PIE TIE 72 e ae aa Că A ANI 
(9.42) 
29 x sin az O T sprue ib 
A CI ae S ar cata AU 


Soluţie. Funcţiile f.(2) şi f2(2) din Observaţia 9.4.5 şi respectiv Observaţia 
9.4.6 sunt: 
1 Z 
fu(2) = 


(ZI) STEE 


Capitolul 9 — Teoria reziduurilor şi aplicaţiile ei 269 


Pentru ambele funcţii, N = 2, z1 = ib şi z2 = ic. Reziduurile în z1 şi z2 ale 
funcţiilor: 
e iaz z eto 
(2 +PEP) (22 e?) 


sunt 
i iaz e—ab 
ez E ea Eee e tei 
(22 + b2)(22 + c2) (z+ 3) (22 + @) ] lz=z 2ib(c2 — b2)’ 
k paz ea 
ez = DN 
(22 + b2)(22 + c2) 2 4+ 2 (z + îc) j lz=z2 2ic(b? — c2) 
3 zelo? e—ab 
Z a e e 
KETC (z+ D (22 + €2) ] l=a 2(c2 = 02)! 
e zet” x E ea 
(22 + b2)(22+ E 2 4+ Bi (z+ ic) ] lz=z 2b? — 2)! 
Dacă aplicăm formulele (9.40) şi (9.41), se obţine (9.42). E 
© sinwgr 
Exerciţiul 9.4.11 Să se calculeze integrala I = T UT dr, w >Q. 
0 
3 | %*  sinwr sin wT | 
Soluţie. Scriem I = Ji (eius = 5 |. EE dz şi alegem 
e îwz 


funcţia ajutătoare f(2) = Conturul de integrare va fi format 


2(22 + a?) 
din două semicercuri concentrice cu centrul în origine, situate în semiplanul 
superior, primul de rază r notat cu y, al doilea de rază R > r, notat cu T, la 
care se adaugă segmentele de dreaptă |—R, —r] şi |r, R]. Sensul de parcurs 
al conturului este cel pozitiv. În interiorul conturului se află polul dublu 
zı = ia având reziduul 


—aw 
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Folosind teorema reziduurilor, scriem 


T e? dg +f e dz +f ei? dg J e? dz _ 
r g(r? +a?) Jr 2(22+a02)2 Jon g(x? +a?) Jy z(z22 +a) 


= 2ri Rez | f(z), ia]. 


Suma integralelor pe cele două segmente de pe axa reală este 
R gît — e7 iwr R ě sinwg 
f a li Ru de =2i | e de. 
(2 +a?) r x(x? +a?) 


Pe semicercul T, funcţia g(2) = satisface inegalitatea |g(2)| < 


2(22 +a?) 
1 
R PP şi tinde la zero, uniform în raport cu argumentul lui z, când 
R — œ. Întrucât w > 0, potrivit lemei lui Jordan, 
iwz d 
li SE O i) 


m 
R>œ Jr 2(22 + a?)? 


În ultima integrală din (9.43) considerăm seria Laurent a functiei f(z) în 
jurul punctului z = 0 


1 1 iwz (iwz)? Dica a Dna 
= . 1+ | po. 1 | Po. 
at z 1! 2! 1! a2 2! at 


pe care o scriem sub forma 


2 


| w? , PERTE situ 
unde p(2) = iw — (= T E + --- este o funcție analitică într-o vecinătate 
a 


2 
a originii. Pe semicercul y avem z = re”, cu 0 € [7,0], şi 


1 fdz 1 A ir f? 0 i 
[tOr Za pore], a+ | y(re®)e”® do, 


zZ 


de unde 


m f f) d=- 
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Trecând la limită în (9.43) pentru R — oo şi r — 0, obţinem 


OO bi ` 
i | Loia E 7 = 2ri - Rez [f (z), z1 = ia] = —2ri 


de unde, după împărțirea cu 2i, deducem 


i sin wg d T 2+au č aw 
x£ T eT 
o x(x? +a?) 2a4 4at 


Prin urmare, valoarea integralei date este 


©  sinwg O T ai 


Exerciţiul 9.4.12 Folosind metoda de la exerciţiul precedent, să se arate 
că au loc următoarele egalităţi: 


zi cl 
ji 2o de= zi (Integrala lui Dirichlet); 
0 g 


% g? — a? sinwg zu sl 

J PE = da = ( aoh ertani 
oO ex 

f COS ar issa Sul Dast teo: 

0 T 2 


to cosg 
Exerciţiul 9.4.13 Să se calculeze integrala I = I —— dr. 
-œ g£? — 6x +13 


Soluţie. Observăm că 


too xet? 
a a i 
( o 22262 + 13 z) 
şi integrala din membrul drept se încadrează în tipul celor studiate de Te- 


orema 9.4.2, unde f(z) = EI N şi w = 1. Singurul punct singular 
z“ — 62 + 13 
al funcţiei f(z) situat în semiplanul superior este polul simpluzi = 3 + 2i. 


Conform relaţiei (9.41), 


ARE e 
T x2 — 6x + 13 L = LT ez |e f(2), 2]. 
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Calculăm 
ze” 


z= doze 


ze” 


(22 — 6z + 13) 


Rez [e f(z), z1] = 


Z=Z1 


1 : f i 
= — (3 cos 3 — 2sin 3 + i(2cos 3 + 3sin 3)). 


i4e? 
Rezultă 
oo zei? T 
Ia aonn = zaz (30083 — 2sin 3 + i(2 cos 3 + 3sin 3)), 
de unde ie 
I = ——(3cos3 — 2sin 3). 
2e? 


Odată cu valoarea lui Z mai obţinem 


+œ gzsing ar l 
A 5 a T 


9.4.5 Integrale de forma I = A z“R(z)Inzdr, cu a € (—1,1) 
0 


În integrala I, R(x) este o funcţie raţională al cărei numitor Q(x) nu se 
anulează pe intervalul real [0, 00). Pentru convergenţa. integralei improprii 
I, presupunem 

l+a+er(P)<er(Q), 


unde P(x) este numărătorul funcţiei raţionale R(x). 
Integrala 1 se calculează folosind teorema reziduurilor pentru domeniul 


A de la calculul integralelor de forma A zR(a) da şi funcţia f: D > Ç, 
0 

definită. prin 

f(2) = R(2) (lnr + ipee rtie), z= ret, (9.44) 
ramura principală pe domeniul D (determinarea fundamentală) a corespon- 
denţei z — R(2)eaLo8 “Log z. Trecând la limită în (9.28), în care f(z) este 
funcţia (9.44), se obţine 

ji z*R(a) In z da — Ra z*R(a)(n x + 2ri)da = 
0 0 
NÑ (9.45) 
= 2ri 5 Rez Lf(2), zk], 
k=0 
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unde 27 sunt toţi polii funcţiei f(2). 
Din compararea părţilor reale şi imaginare din cei doi membri ai ultimei 
OO 


egalități, se obține atât I cât şi o integrală de tipul A Re): 
0 


oo l 
Exerciţiul 9.4.14 Să se calculeze integrala improprie IT = vu dx 
r? +a 
Sol Apli fi la (9.45) î : R= 
e. = — Sj e 
oluţi plicăm formula în care a = 3 ş ESE ceea ce 


înseamnă că funcția f(z) are expresia 


1 A 
z2 a „(aer i io) 


f2 = (nr +ip), z=re". 


Avem 
“vaz iy © vanz + 27) y 
0 12+ a arad 


= 2ri (Rez [f (2), ia] + Rez [f (z), —ia]) 


Dacă se efectuează calculele în (9.46), se găseşte 


OO 
2I + 2ri A pe ae, 
0 


x2 + a2 Wa 


din care va rezulta atât valoarea, integralei Z cât şi a unei alte integrale 


T O T T 
E E Laica) NE pie E, 
G i na); 0 z2?+a? î V2a 


(9.46) 


Exerciţiul 9.4.15 Să se calculeze integralele improprii: 


p2 L= _ = [e In 
ig o zt+ T xt + T 
Soluţie. Am putea să aplicăm formula (9.45) care presupune calculul 


reziduurilor funcției f(z) în cei patru poli simpli. Este însă mai simplu 
dacă reducem conturul la primul cadran, căci funcţia 
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va avea, doar un singur pol în domeniul Ag limitat de contur, şi anume 


v2 


a= e4 = Ul +i). Conturul domeniului Ag este segmentul |e, p] de pe 


axa Oz, reunit cu sfertul de cerc T de ecuaţie z = pei%, 0 € [0,7/2], cu 
segmentul de dreaptă [p,€] de pe axa Oy şi cu sfertul de cerc y de ecuaţie 
z = ee", unde T € [n/2,0]. 

Teorema reziduurilor pentru funcția f(z) şi domeniul Ao, conduce la 


Pp lng my +3 
f ide | fe 2) dati | FI dz+ | fl ) dz = 2ri Rez [f (z), z1]. 
(9.47) 


Deoarece lim (zf (2)) =0 şi lim (2f(2)) = 0, afirmaţii uşor de demon- 


strat în baza, Lemelor 9.4.2 şi 9.4.3, rezultă: 


tim | f(2)dz=0; lim [ro dz = 0. (9.48) 


e—0 Jy p=o 


Dacă trecem la limită în (9.47) pentru e — 0 şi p— oo şi ţinem cont de 
(9.48), obţinem 


-h+ 5h = 2mi Rez [f (2), z1]. 


Dar reziduul funcţiei f(z) în polul simplu z1 este 


lnr + ig inm —i TV2 : 
Aa 423 ) SE Var ARS a EE 
2 
2 
şi egalitatea (9.47) devine I> + Sh — îl» = e + î). de unde găsim 


2 
pae Daen v2 = 
4 16 


Exerciţiul 9.4.16 Folosind (9.45), să se determine valoarea integralei 


© vanz iz 


(1+ 2)? 


yz Logz , 
3 în 
(1+ 2) 
care pentru radical şi logaritm se iau determinările principale. Se efectuează 
integrarea, pe frontiera, coroanei circulare cu centrul în origine având razele 
e şi p din care se scoate segmentul de dreaptă |£, p] de pe axa Oz. Rezultă 
I=. m 


Indicaţie. Se consideră funcţia complexă multiformă f(z) = 
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Serii trigonometrice şi serii 
Fourier 


10.1 Serii trigonometrice 


Definiţia 10.1.1 Se numeşte serie trigonometrică, seria de funcţii reale 
OO 
ao + X (ak cos kwt + bp sin kwt), (10.1) 
k=1 
unde w, ao, ak, bk sunt constante reale, iar t este o variabilă reală. 


Deoarece funcţiile cos x şi sin x sunt periodice de perioadă 27, funcțiile 


> asa A T ; : P 
coswt şi sin wt au perioada T = —. Verificarea este imediată 
w 


27 
cos wt = cos (wt + 277) = cosu(t + —); 
w 


; f , 27 
sin wt = sin (wt + 27) = sin w(t + —). 
w 


La fel se arată că funcţiile cos kwt şi sin kwt, k număr natural, au o 
T 127 


i ioadă Tk = — = = —. 
aceeaşi perioadă Ti = 7 = pa 
Observaţia 10.1.1 Cea mai mare dintre perioadele funcțiilor 
coskut, sinkut, ke IN, 


; dd ; i 27 
notată cu T, este perioada seriei trigonometrice. Prin urmare, T = —. 
Ww 
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Ținând seama de această observaţie, putem afirma că dacă seria trigono- 
metrică este convergentă într-un punct to, iar suma sa este S(t0), seria va 
fi convergentă şi în punctele to + nT, n € Z, şi avem 


S(to +nT) = S(to). 


De aici rezultă că este suficient să cunoaştem natura, seriei într-un in- 
terval |a, a + T] pentru a putea spune care este natura seriei pentru orice t 
real. 

În ipoteza că aı şi bı nu sunt simultan nuli, suma seriei 


S(t) = ao + X (ak cos kwt + by sin kwt) 
k=1 


27 
este o funcţie periodică de perioadă T = —, definită pe toată axa reală. 
w 


Constanta w se numeşte pulsaţie. 


10.2 Seria Fourier a unei funcții periodice 


Seriile trigonometrice se întâlnesc în studiul fenomenelor periodice din acus- 
tică, electrotehnicà, vibrația sistemelor mecanice etc., unde se pune deseori 
problema reprezentării unei funcții periodice f(t) printr-o serie trigonome- 
trică da 
f(t) = ao + X (ak cos kwt + by sin kwt). (10.2) 
k=1 


Dacă perioada functiei f(t) este T, atunci pulsaţia este w = 27, Se ridică 


două probleme: 


1. In ipoteza că f(t) este egală cu suma unei serii trigonometrice, să se 
determine coeficienţii ao, ax, bk. 


2. Precizarea unor condiţii în care f(t) poate fi dezvoltată în serie trigono- 
metrică de forma (10.2). 


Ne vom ocupa întâi de prima problemă. În acest sens presupunem că, 
functia f(t) este integrabilă Riemann pe intervalul [a, &+T] şi că seria (10.2) 
poate fi integrată termen cu termen. Avem 


a a 


a+T a+T oo a+T a+T 
ftdt = a | dt + 5 (a f cos kwtdt + w | sin kwtdt). 
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ia ty a+T a+T E p 

Insă, | cos kwt dt = 0, I sin kwtdt = 0; ke IN*, astfel că dacă 
[94 Q 

folosim aceste rezultate în egalitatea de integrale de mai sus, obținem 


a+T 
ii f(t) dt = ao T. (10.3) 


Q 


Înmulţind ambii membri ai egalității (10.2) cu cos pwt, unde p este un 
număr natural oarecare, şi integrând pe intervalul |a, a + T], obţinem 


a+T T 
1 f(t) cos pwt dt = zar (10.4) 


Pentru determinarea coeficienţilor b7 se înmulţeşte egalitatea (10.2) cu 
sin pwt, unde p este un număr natural oarecare şi se integrează apoi termen 
cu termen pe intervalul |a,a + T]. Se găseşte 


a+T T 
Í f(t) sin pwt dt = zr (10.5) 


Q 


Din (10.3) — (10.5), cu o schimbare de notație, avem 


1 a+T 
ia ce 7) Od 


2 T 

ak = F f(t) cos kwt dt (10.6) 
2 a+T 

bk = T f(t) sin kutdt, ke N*. 


Aceste egalităţi se numesc formulele lui Euler şi Fourier. 
Fie f(t) o funcţie periodică de perioadă T, integrabilă Riemann pe in- 
tervalul |a, a + T]. 


Definiţia 10.2.1 Constantele ao, ay, bg, determinate de integralele definite 
(10.6), se numesc coeficienţii Fourier ai funcţiei f(t), iar seria trigono- 
metrică (10.1), cu aceşti coeficienţi, se numeşte seria Fourier ataşată 
funcţiei f(t) chiar dacă seria (10.1) nu este convergentă în nici un punct 
sau, convergentă. fiind, suma sa nu este egală cu f(t) pentru nici o valoare 
a lui t. 


În formulele (10.6), integralele nu depind de a, fapt care rezultă din 
teorema următoare. 
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Teorema 10.2.1 Dacă F(t) este o funcţie periodică de perioadă T, inte- 
grabilă pe orice interval mărginit, integrala acestei funcții pe orice interval 
de lungime egală cu perioada este aceeaşi, 


a+T B+T 
J F(t) dt = I F(t) dt. (10.7) 


Q 


Demonstrație. În egalitatea evidentă 


a+T B B+T a+T 
f P= f Or 1 F dt+ [| F@dt, (10.8) 
a a B B+T 


ultima integrală se mai poate scrie 


a+T a a a 
I o FOd= J, F(0 +T) d = JA F(0) do = f, F(t)dt, (10.9) 


ca urmare a faptului că s-a făcut schimbarea de variabilă t = 0 + T şi s-a 
tinut cont de periodicitatea funcţiei F(t). 

Având în vedere (10.9), prima şi ultima integrală din membrul al doilea 
a egalităţii (10.8), se reduc şi obţinem (10.7). E 


Fie f(t) o funcţie definită pe un interval [a,b], exceptând eventual un 
număr finit de puncte din acest interval, cu menţiunea că funcţia poate fi 
prelungită dându-i valori arbitrare. În urma acestei operaţii de prelungire 
coeficienţii Fourier ai funcţiei rămân neschimbaţi. 


Definiţia 10.2.2 Se spune că f(t) satisface condiţiile lui Dirichlet pe 
intervalul [a,b] dacă : 


1. f(t) este mărginită şi are cel mult un număr finit de puncte de discon- 
tinuitate în |a, b]; 


2. intervalul [a,b] poate fi împărțit într-un număr finit de subintervale 
astfel încât, pe fiecare subinterval, f(t) să fie monotonă. 


Observaţia 10.2.1 Discontinuităţile funcţiei f(t) în intervalul [a,b] nu pot 
fi decât de prima speță. 


Referitor la cazul în care seria Fourier a unei funcţii f(t) este convergentă 
şi are suma f(t), vom da (fără demonstraţie) o teoremă în care se prezintă 
condiţii suficiente ce trebuie să le satisface funcţia. 
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Teorema 10.2.2 (Dirichlet) Dacă funcţia f(t), periodică de perioadă T, 
satisface condiţiile lui Dirichlet pe un interval de lungime perioada |a, «+ T], 
seria sa Fourier este convergentă pentru orice t. 

Suma S(t) a seriei Fourier este egală cu f(t) în toate punctele în care 
f(t) este continuă. Într-un punct de discontinuitate, c € [a,b], S(c) este 
egală cu media aritmetică a celor două limite laterale ale funcţiei f(t) în 
punctul c, 


TE feo 


Determinarea seriei Fourier a unei funcţii f(t) se reduce la calculul coefi- 
cienţilor daţi de formulele (10.6). Teorema 10.2.2 constituie un criteriu după 
care se poate reprezenta, o funcţie prin seria sa Fourier sau, altfel spus, de a 
dezvolta o funcţie în serie Fourier. 

În unele aplicaţii este necesar să derivăm sau să integrăm funcţia f(t) şi 
seria sa Fourier. Teorema următoare, pe care o dăm tot fără demonstraţie, 
este utilă, în acest sens. 


Teorema 10.2.3 Seria Fourier a unei funcţii f(t) converge uniform către 
f(t) pe orice interval închis pe care f(t) este continuă. 


Observaţia 10.2.2 În condiţiile Teoremei 10.2.3, seria Fourier poate fi in- 
tegrată termen, cu termen. 


Exemplul 10.2.1 Să se dezvolte în serie Fourier funcţia periodică f(t), de 
perioadă n, definită pe intervalul (0,7) prin f(t) = e“. 


Soluţie. Mai întâi prelungim funcţia prin periodicitate, noua funcţie fiind 
notată cu acelaşi simbol. Dacă presupunem a > 0, atunci funcţia f(t) este 
strict descrescătoare pe orice interval (kr, (k+ 1)7). Există puncte din JIR în 
care f(t) nu este definită; acestea sunt de forma kr, unde k € Z. În aceste 
puncte atribuim funcţiei f(t) valoarea 


EI 1+ ear 


fikr) = = 


care coincide cu media aritmetică a limitelor laterale în punctul kr a funcției 
f(t). Se vede că functia f(t) astfel construită satisface condițiile lui Dirichlet, 
deci seria sa Fourier este convergentă pentru orice t € IR gi are suma egală 
cu f(t) pentru toate valorile lui t. 
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Deoarece T = T, w = - = 2, avem 


f(t) = ao + X (ak cos 2kt + bp sin 2kt), 
k=1 


coeficienții ao, ax, bk fiind daţi de formulele (10.6). Mai întâi 
| fr 1 
ao = -f e% dt = —(1 — e°"). 
0 ar 
Apoi, integralele care dau coeficienţii ap şi bk, 
T 2 T 
ak = -f e7% cos2ktdt, bp = =f e7% sin 2kt dt, 
T Jo T JO 


pot fi calculate împreună 
A iu ; 
ak — ib; 2 F e (a+2ki)t dt = 
T JO 


na +2ki T a? + 4k2 
de unde 
2a l—e 4 (1— e)k 
ER e e orae ae Aa 
Tt af+4k T af + 4k 


Dezvoltarea în serie Fourier a funcţiei date este 


l-e“ 1 X a cos2kt + 2k sin 2kt 
t) = ——— |- +2 
FŒ T ( Li 2 a? + 4k? ) 
Această serie Fourier este convergentă pe IR şi suma sa este f(t). m 


Exemplul 10.2.2 Să se reprezinte printr-o serie Fourier funcția f(t), pe- 
riodică de perioadă 27, definită prin 
1, pentru te (0,7) 
sol 


—1, pentru te (7,2n). 


2 
Soluţie. Pulsaţia este w = = = 1. Seria Fourier a funcţiei f(t) este de 


forma 


OO 
ao + X (ak cos kt + by, sin kt). 
k=1 
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Coeficienţii ao, ax şi c se calculează cu formulele (10.6) 


1 f” A 

ao = zl f(t)dt = — Ta a+ f )=r-r=0, 
27 Jo 27 
1 27 

ak = | f(t) cos ktdt = S cos a ) cos ktdt) =0 
T JO 27 0 
1 27 i 1 

by = 3 f(t) sin ktdt = = sin ktat [C ) sin ktdt) = 
T Jo 27 \Jo 

Di fe 


1 1 
2 (za — cos kr) + 7, (cos 2kr — cos km) = : 


Expresia lui bẹ se mai poate scrie în forma 


0, pentru k= 2n 
b= 4 1 


mnl’ pentru k=2n-—l1. 


Atunci, seria Fourier a funcției f(t) este 


=- Loa a >= 


4 & sin(2n— 1) 4 (= sin3t sin5t sin (2n — 1)t $ ) 


(es 2n — 1 T 


Conform Teoremei 10.2.2, acestă serie este convergentă pentru toate valorile 
lui t şi suma este egală cu f(t) pentru orice t Z kr, unde k este orice număr 


întreg. 
În punctele t = kr functia f(t) nu a fost definită. Dacă luăm f(0) = 


f(m) = 0, datorită periodicitătii, f(kr) = 0 pentru orice k întreg, iar suma 
seriei va fi egală cu f(t) şi în punctele de discontinuitate. Deci, oricare ar fi 


t € IR, avem 


4 sint sin3t sin5t sin (2n — 1)t 
FŒ A 1 £ 3 K 5 F 2n— 1 F ) 


Seria Fourier a funcției f(t) este o serie trigonometrică numai de sinusuri.m 


Exemplul 10.2.3 Să se dezvolte în serie Fourier funcția periodică F(t), de 
perioadă 2r, definită pe intervalul [0, 27) prin 


t, pentru t€ [0,7] 


F(t) = 


2r —t, pentru te (1,27). 
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Soluţie. Observăm că pentru t Æ kr, k € Z, F'(t) = f(t), unde f(t) este 
funcția din exemplul precedent. Integrând seria corespunzătoare lui f(t) 
termen cu termen, fie în intervalul (0, 7), fie în intervalul (7,27), obţinem 


Fe) = 0-25 Sk. 


n=l 


Deoarece F(Z) = 5 şi cos (2n — 1)t = 0, rezultă C = z Deci, 


m 4 es cos(2n-—1)t 
n 2 (2n = 12 ` 


Seria Fourier obţinută este o serie trigonometrică numai de cosinusuri. Wm 


Observaţia 10.2.3 În cele de mai sus, funcția f(t) poate fi şi una cu valori 
compleze, deci de forma f(t) = (t) + iyp(t). 


Teorema 10.2.4 Pentru funcţia f(t) cu pătrat integrabil pe |a, a + T] are 
loc egalitatea 


AR 2,1 2, 
zj Pæde=8+3) (0+), (10.10) 
g n=1 
unde a0, an, bn sunt coeficienții Fourier ai funcției f(t). 
Relatia (10.10) se numeşte formula lui Parseval. 


Exercitiul 10.2.1 Să se găsească seria Fourier a funcției periodice f(x) = 


Si e! definită pe intervalul (—r, n] de perioadă T = 27. Tinând seama 
sinh 7 
de seria obținută şi şi folosind formula lui Parseval să se determine sumele 


seriilor numerice 
ja oO 1 


S (-1 
>. 304) pr: 


n=l 


Soluţie. Se constată că 


= cosnt + Do r sinnt. (10.11) 
n 
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Pentru a afla suma primei serii numerice luăm în (10.11) t = 0 şi obţinem 


5 (—1)”  m-—sinhr 
ERER 2sinhr ` 


Suma celei de a doua serii numerice rezultă din formula lui Parseval 


A m2 P aul l i 1 l n2 | 
27 -T Tenhin 4 i 2 (1 + n2)2 j (1 + n2)2 , 


n=l 


T cosh r — sinh 7 


OO 
1 
d d = E 
id Dare 2 sinh 7 


10.3 Seriile Fourier ale funcţiilor pare şi impare 


Funcţiile pare şi funcţiile impare au proprietatea. că seriile lor Fourier iau 
forme particulare. 


Definiţia 10.3.1 O funcţie F(t), definită pe un interval cu centrul în ori- 
gine, se numeşte funcţie pară dacă F(—t) = F(t). 

În cazul când F(—t) = —F (t), funcţia F(t) se numeşte impară. 
Observaţia 10.3.1 Graficul unei funcții pare este simetric în raport cu axa 


ordonatelor, iar graficul unei funcții impare este simetric faţă de originea 
reperului. 


Teorema 10.3.1 Dacă F(t) este o funcţie pară şi integrabilă pe intervalul 
[—4,4], atunci 


£ £ 
J F(t)dt = AA F(t)dt. (10.12) 
—e 0 
Dacă F(t) este impară pe |[—£, 4] şi integrabilă pe acest interval, 
t 
J F(üdt =0. (10.13) 
ey, 


Demonstrație. Avem 


f j F(t)dt = f i F(t)dt + i. “poat. (10.14) 
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Cu schimbarea de variabilă t = —0, prima din integralele membrului drept 
a egalităţii (10.14) devine 


2 F =- [ee a = f Fod | po 


De aici rezultă următoarele: dacă F(t) este o funcţie pară, 


(0) £ 
| F(t)dt = I F(odt, (10.15) 
—£ (0) 


iar dacă F(t) este impară, atunci 


0 LA 
L FORSE J Plot. (10.16) 
—£ (0) 


Din (10.15) şi (10.14) rezultă (10.12) iar (10.13) se obține dacă înlocuim 
(10.16) în (10.14). m 


In cele ce urmează vom considera că intervalul pe care sunt definite 


funcţiile pare sau funcţiile impare este de forma -3, 3]. 


Teorema 10.3.2 Dacă f(t) este o funcție pară, seria sa Fourier este 
OO 
ao + 5 ap, cos kwt, 
k=1 
unde 


2 fa 4 
d = 7 | Pat, 47], 
It 


Seria Fourier a unei funcţii impare 
OO 
5 bk sin kwt, 
k=1 
unde 


4 fă 
be a Se I Oade: 
T Jo 


Demonstraţie. Mai întâi, în formulele (10.6) de calcul a coeficienţilor, vom 
lua drept interval de integrare pe -3, T]. 
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Cu această alegere, avem 


1 [3 2 f7 
ao = TAO dt, ak = Sf f(t) cos kwt dt, 
2 2 


Ifa 
bk = E (E) sin kwt dt. 


Dacă f(t) este o funcţie pară, f(t) cos kwt este pară, iar f(t) sin kwt este 
funcţie impară. 
In baza Teoremei 10.3.1, rezultà 


Fifa 4 [a 
ao = 4 | Dat, a= 5 | F coskwtdt, be =0. 
T Jo T Jo 


Dacă f(t) este funcție impară, atunci funcția f(t) cos kwt este impară, 
iar f(t) sin kwt este funcție pară. 
In baza aceleiaşi teoreme, avem 
4 


T 
ao =0, ak =0, = | 10 sin kwt dt 


şi teorema este complet demonstrată. E 


Exemplul 10.3.1 Să se reprezinte printr-o serie Fourier funcţia f(t) = 
|sint|. 


Soluţie. Funcţia dată este pară, are perioada T = 1, este continuă şi condi- 
tile lui Dirichlet sunt satisfăcute. Prin urmare seria Fourier a funcţiei f(t) 
este convergentă, este o serie numai de cosinusuri şi are suma egală cu f(t) 
pentru orice t real. Avem 


T 


2 [3 2 
w= | sintdt=4, bk = 0, 
T Jo T 


ak = $ f? sintcos2ktdt = 2 f? (sin (14+ 2k)t + sin (1 — 2k)t)dt = 
T Jo T JO 


= 4 1 


o — m(2k-—1)(2k+1) 


SE i met 3 
1+2k © 1-2k 


T 


Deci seria Fourier a funcției f(t) = | sin t| este 


A 4/1  cos2t  cos4t cost cos 2nt 
|sin t| = ( BiA e) 
2 1-3 3.5 5-7 (2n — 1)2n + 1) 
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sau 
471 cos 2nt 
sin t| = ( j: 
| | 2 2 2n — 1) (2n + 1) 
Cum era de aşteptat, seria Fourier a funcției f(t) = |sint| este o serie 
trigonometrică numai de cosinusuri. m 


Exemplul 10.3.2 Să se dezvolte în serie Fourier funcţia periodică de pe- 
rioadă T = 2a, unde a > 0, definită prin 


a= i t, dacă te(—a,a) 


0, dacă t=a. 


Soluţie. Funcţia dată satisface condiţiile lui Dirichlet. În punctele de dis- 
continuitate, funcţia ia valoarea dată de media aritmetică a limitelor sale 
laterale. Pentru toate valorile lui t, seria Fourier a funcţiei f(t) este conver- 
gentă şi are suma egală cu f(t). 


A > TAS T 
Deoarece funcția este impară şi w = — avem dezvoltarea 
a 


SE T 
= 5 b sin k—t, 
k=1 o 


cu coeficienții 


bg = F tsink” T „o a t cos k “eht 


+ af cos k ata za i Dos, 


Seria Fourier a funcției date este 


pe) = 23 jp sin net. 


Am obţinut o serie trigonometrică numai în sinusuri şi aceasta pentru 
că funcţia dată este impară. m 
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10.4 Forma complexă a seriei Fourier 


Fie f(t) o funcţie reală sau complexă, periodică de perioadă T, integrabilă 
pe intervalul |a,a + T]. Seria sa Fourier, 


ao + ala cos kwt + by sin kut), w= (10.17) 


este determinată, coeficienţii ao, ax, by fiind daţi de formulele (10.6). 
Folosind formulele lui Euler 


e ikwt + e7 ikwt | eikot __ p—ikwt 
sin kwt = 


kwt = ge IN 
cos kw 7 ; Zi ; 


seria Fourier (10.17) devine 


i ak +ibk _; 
ao + 2 (== k ikut y SE ky r: (10.18) 


Cu notațiile 


(10.19) 


seria (10.18) se poate scrie 


OO 
co + Xo (ck g Et E oT RUIN, (10.20) 
k=1 


Folosind (10.19) şi (10.6) constatăm că obținem 


a+T 
co = = 1 f(t) dt 


1 a+T , 
& = 7 Ă f()(cos kut — i sin kut)d = 7 Ta FA eT t dt, 
c | E cobi r aS k e tkut de 
= > cos kwt + i sin kwt) = ; 


Observăm că toți aceşti coeficienți se pot obține d 


a+T , 
Gr = | f(T)" dr, n = 0,1, +2,... 
T Ja 
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pentru n = 0, n = k şi n = —k. Deci seria Fourier (10.20) a funcţiei f(t) se 
mai scrie 
OO 
Co + N (cp et Ee e7 iket) 
k=1 
sau încă 
a+T 


29 f 1 ; 
5 epe Tat, Ëi E | Frye Endr: 
£ T Ja 
n=—00 

Aceasta este forma compleză a seriei Fourier. 

Dacă f(t) satisface condiţiile lui Dirichlet şi dacă în fiecare punct de 
discontinuitate valoarea funcţiei este egală cu media aritmetică a limiteleor 
sale laterale în acel punct, atunci 


O= Sf Hear ai 


n=—00 “A 


Exerciţiul 10.4.1 Să se dezvolte în serie Fourier funcţia periodică f(t), de 
perioadă 27, definită pe intervalul |—r,r) prin 


T T 
0, t | T zlu l7) 
T T 
POS y TE te (- 20] 
T T 
AE (0, = 
T 
m 2 0095 
Indicaţie. Funcţia este pară şi se obţine: ao = undei o mea 
T 
Deci 
(o Ru (aa CUR Ie CORN Za LAN ) 
8 m\ 12 22 32 D262 


Seria obţinută conţine numai cosinusuri deorece f(t) este funcţie pară. 
Exerciţiul 10.4.2 Să se dezvolte în serie Fourier funcţia 
sin 6 


Î(6) = 13212 056: 
Indicaţie. Se va calcula ap + by folosind teorema reziduurilor. Se va obţine 


n0= 35 E) sin k9, 


deci o serie numai de sinusuri, lucru previzibil deoarece funcţia f(0) este 
impară. m 
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Integrala Fourier şi 
transformate Fourier 


11.1 Forma complexă a integralei Fourier 


Să considerăm o funcţie neperiodică f(t), reală sau complexă, definită pe 
toată axa reală. Evident, funcţia f(t) nu mai poate fi dezvoltată în serie 
Fourier. În schimb, în anumite condiţii, care vor fi prezentate în teorema ur- 
mătoare, f(t) poate fi reprezentată printr-o integrală dublă improprie care 
este oarecum analogă cu seria Fourier. 


Definiţia 11.1.1 Se numeşte integrala Fourier a funcţiei f : R — 
R(C), integrala dublă improprie pe întreg planul IR? depinzând de parame- 
trul t 


1 iu(t—7) aR a T ia iult—7) 
py I f(T)e dudr = zl du | f(T)e dr. (11.1) 
R2 —0O —0O 


Teorema 11.1.1 Dacă funcţia reală sau compleză f(t) are proprietăţile: 
1. satisface condiţiile lui Dirichlet în orice interval de lungime finită; 


2. în fiecare punct c de discontinuitate, valoarea funcţiei este egală cu 
media aritmetică a limitelor laterale (finite) în acel punct, 
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3. este absolut integrabilă pe intervalul (—o0, 00), adică integrala im- 
+00 
proprie de speța întâi | |f(t)| dt este convergentă, 
—00 
atunci are loc identitatea 


E = I au VA f(r) et- dr. (11.2) 


Demonstraţie. Vom schiţa. calea pe care, plecând de la forma complexă a 
seriei Fourier (10.21), se poate ajunge la egalitatea (11.2). 
Fie F(t) o funcţie periodică, de perioadă 2/, definită prin 


F(t) = f, te|-4f]. (11.3) 
Această funcţie îndeplineşte condiţiile lui Dirichlet, deci poate fi dez- 


voltată în serie Fourier. 
Vom folosi dezvoltarea sub forma (10.21), 


F(t) = F(T) eînw(t—7) dr, w = — an 


LS ua. da muri 
Pez 5 Ş f(r) e®2) dr. (11.4) 


Egalitatea (11.3) are loc pe un interval oricât de mare se doreşte deoarece 
valoarea pozitivă a lui / poate fi aleasă oricât de mare. Este de aşteptat ca 
din (11.4) să obţinem o reprezentare a funcţiei f(t) trecând la limită pentru 
L> o. 

Cu notația nw = um, pentru un £ dat, integrala definită din (11.4) este 
o funcţie de două variabile 


Blunt) = | fa) ei) dr. 
—£ 
27 27 
A i inâ ă z= —— —— 
poi, ținând seama că w T p avem 
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şi (11.4) devine 


+00 
F(= > D unt) (un m-a). 


n=— oo 


Această serie este asemănătoare cu sumele folosite în definirea integralei 
Riemann ale funcției ¢(u,t) pe compactul |—/,/], în care t se consideră ca 
parametru. Când £ — œ, Un — Un-1 = w — 0. Este plauzibil să considerăm 
că , trecând la limită pentru £ — oo, ultima, egalitate devine 


O= | auda, 


unde 
+oo i 
olu, t) s f(r) et dT, 
—00 
deci tocmai formula (11.2) şi teorema demonstrată, E 


Definiția 11.1.2 Egalitatea (11.2) se numeşte formula lui Fourier. 


Exemplul 11.1.1 Să se reprezinte printr-o integrală Fourier funcția 
1, pentru |t|<a, 


f = 


1 
z pentru t= +a, 

0, pentru |t| >a, 

unde a este un număr pozitiv. Această funcție se numeşte factorul discon- 
tinuu al lui Dirichlet. 


Soluţie. Se observă că toate condițiile din Teorema 11.1.1 sunt satisfăcute, 
deci se poate aplica formula lui Fourier. Avem 


+00 , a N x T= : 
A f(r) e07 dr = ] piult-7) dr = = etult-r) = 207060 gnd 
u 


ara 4 să: iu T=—a 


Introducând în (11.2), obtinem 
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Dacă se înlocuieşte e!“ = cos ut + sin ut, f(t) se poate scrie ca o sumă de 
două integrale 


1 ff sinau cos ut i fT% sinau sin ut 
du + d 


T J= u T J= u 


f = 


u. 


Cum integrantul primei integrale este funcție pară în u, iar al doilea este 
funcţie impară în raport cu aceeaşi variabilă, rezultă 


On 2 A sin au cosut di 
T Jo u 
E 
11.2 Forma reală a integralei Fourier 
Deoarece l 
eiut-7) = cosu(t — T) +i sinult — 7), 
formula lui Fourier se poate scrie în forma 
1 +00 +00 
fA = = | du | f(T) cosu(t — 7)dr+ 
iti MEA e (11.5) 
+ a duf f(T) sin u(t — 7) dr. 
Observăm că funcţiile 
+00 TOO 
glu, t) =] f(T) cosul(t —r)dr; h(u,t) = f(T) sin u(t — r)dr 


au proprietăţile 


g(—u, t) = g(u,t), h(—u, t) ea h(u,t), 


+00 +00 +00 
r glu, t) du = af glu, t) du, ] h(u,t) du = 0 
0 


—00 


deci 


fA = T du f f(T) cosu(t — 7) dr. (11.6) 
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Definiţia 11.2.1 Relaţia (11.6) se numeşte forma reală a formulei lui 
Fourier. 


Definiţia 11.2.2 Integrala dublă improprie din membrul drept al formei 
reale a formulei lui Fourier se numeşte forma reală a integralei Fourier. 


Denumirile: forma reală, respectiv forma compleză a integralei Fourier, 
sunt justificate numai în cazul când f(t) este o funcţie reală; totuşi acestea 
se folosesc şi în cazul când f(t) este o funcţie complexă. Această observaţie 
este valabilă, şi pentru seriile Fourier. 


Observaţia 11.2.1 Deoarece ultima integrală din (11.5) este egală cu zero, 
egalitatea (11.2) se poate înlocui prin 


Ii, a = | = du | i fre ut dr. (11.7) 


Deoarece cos u(t — 7) = cos ut cos uT + sin ut sin ur, egalitatea (11.6) se 
mai poate scrie 


fA = r cosutdu | > F(T) cosur d7+ 
0 


T —00 


e să (11.8) 
+ -f sin ut du | f(T) sin ur dr. 
0 


Aps - D f(T) cosurdr, B(u) = = [o f(T) sin ur dr, 


avem 


fA = m (Atu) cosut + B(u) sin ut) du. 


Analogia cu seria. Fourier este evidentă. 


11.3  Integralele Fourier ale funcţiei pare respectiv 
impare 


Să vedem ce devine integrala Fourier în cazul când f(t) este o funcţie pară, 
respectiv imparà. 
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Teorema 11.3.1 Dacă f(t) este o funcție pară, formula lui Fourier se re- 
duce la 


2 +00 +00 
ft) = F cosut du | f(T) cosur dr. (11.9) 
0 0 
Dacă f(t) este impară, atunci 
2 +00 +00 
Îi) = J sinut du | f(T) sin ur dr. (11.10) 
0 0 


Demonstraţie. Într-adevăr, dacă f (t) este o funcţie pară, atunci funcţia 
f(T) cosur este pară în raport cu 7, iar f(T) sinur este impară şi avem 


+00 Foo 
] f(T) cosur dr = 2 | f(T) cosur dr, 
0 


— 00 


+00 
I f(T) sinur dr = 0. 
—00 

Cu aceste relaţii, egalitatea (11.8) se reduce la (11.9). 

Analog se arată că pentru f(t) funcţie impară avem egalitatea (11.10).m 


Pentru a vedea utilitatea formulelor (11.9) şi (11.10) în simplificarea 
calculelor, este suficient să se reia Exemplul 11.1.1. Funcţia pe care am 
numit-o factorul discontinuu al lui Dirichlet este o funcţie pară. 

În exemplul următor vom considera o funcţie impară. 


Exemplul 11.3.1 Să se reprezinte printr-o integrală Fourier funcţia 


sint, |t| <nr, 
ri 


0, t| > nr, 
n fiind un număr natural. 


Soluţie. Funcţia f(t) satisface condiţiile Teoremei 11.1.1, deci poate fi 
reprezentată printr-o integrală Fourier. 
Vom folosi formula (11.10). Avem 


NT 


+00 
A f(T) sin ur dr = A sinT sin ur dr. 

0 0 
Pentru calculul integralei din membrul drept, transformăm produsul de si- 
nusuri în diferenţă de cosinusuri, integralele astfel apărute fiind imediate. 
Găsim | 
(—1)” sin nur 

u2 —1 


+00 
f f(T)sin urdr = 
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Cu aceasta, egalitatea (11.10) dă 


2(—1)" ff sinnur sin ut 
t) = — du. 


11.4 Transformata Fourier 


Integrala Fourier are aplicații variate. Unele din acestea sunt legate de 
noţiunea, de transformată Fourier. 

Fie f(t) o funcție care poate fi reprezentată prin integrala Fourier (11.2). 
Pentru aceasta, funcția f(t) trebuie să satisfacă ipotezele Teoremei 11.1.1. 
Egalitatea (11.2) se mai scrie 


f) = [eta f f(r)e 7" dr. (11.11) 


27 Jes 


Dacă notăm 
( ) 1 f( ) — duT q f(t) — iut dt 
g uj = d] T)e T | e , 


atunci (11.11) se scrie în forma 


Definiția 11.4.1 Funcțiile 


1 TeS — iut = 1 TR itu 
d = | Fee tdt, roz g(u) eîtdu (11.12) 


se numesc una, transformata Fourier a celeilalte. 


Am văzut că integrala Fourier mai poate fi scrisă şi sub forma (11.7). 
Pornind de la aceasta, se obţin funcţiile 


1 Tos iut __ 1 KQ — iut 
gu) = a fE) e dt, 0z g(u) ei! du 


ca transformate Fourier una a celeilalte. Prin urmare cele două funcţii au 
roluri simetrice. 
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Analog, dacă în egalitatea (11.9) se notează 


glu) = E f(T) cos ur dr = E f(t) cosut dt, 


această egalitate devine 


—= 

E 

II 
a 


+00 
J g(u) cos tu du, 
0 


iar dacă în (11.10) se notează 


glu) = E f(T) sinur dr = a f(t) sin ut dt, 


egalitatea (11.10) se scrie 


f= T g(u) sin tu du. 


Definiţia 11.4.2 Funcțiile 


glu) = E” f(t) cosut dt, 
f(t) = E g(u) cos tu du 


se numesc una, transformata Fourier prin cosinus a celeilalte. 


(11.13) 


Definiţia 11.4.3 Funcțiile 


glu) = T f(t) sin ut dt, 
ft) = Ta g(u) sin tu du 


se numesc una, transformata Fourier prin sinus a celeilalte. 


(11.14) 


Să considerăm, de exemplu, a doua egalitate din (11.12) 


fa [sei du= fo, (11.15) 


unde f(t) este o funcţie dată care satisface condiţiile Teoremei 11.1.1. Aceas- 
tà egalitate este o ecuaţie în care funcţia necunoscută figurează sub semnul 
de integrare. Soluţia ei este dată de prima din egalităţile (11.12). 
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Definiţia 11.4.4 In general, dacă într-o ecuaţie funcţia necunoscută figu- 
rează sub semnul de integrare, se spune că acea egalitate este o ecuaţie 
integrală. 


Definiţia 11.4.5 Ecuația integrală (11.15) se numeşte ecuaţie integrală 
de tip Fourier. 


Tot ecuaţii integrale de tip Fourier sunt şi ecuaţiile: 


E glu) cos tu du = f(t); (11.16) 


7 A g(u) sin tu du = f(t), (11.17) 


cu f(t) definită pentru t > 0 şi îndeplinind condiţiile cerute de prima teoremă 
referitoare la integrala Fourier. Soluţiile acestor ecuaţii integrale sunt func- 
tile g(u) din (11.13)1, respectiv (11.14). 


Observaţia 11.4.1 Dacă funcțiile g(u) şi f(t) sunt definite pe aza reală, 
relaţiile (11.13) cer ca g(u) şi f(t) să fie funcţii pare. De asemenea, relaţiile 
(11.14), cu f(t) şi glu) definite pe toată aza reală, nu pot fi satisfăcute decât 
pentru f(t) şi glu) funcţii impare. Spre exemplu, dacă funcția f(t) este 
definită numai pentru t > 0, aceasta nu poate fi prelungită pentru t < 0 decât 
într-un singur fel dacă vrem ca (11.13) sau (11.14) să existe. În primul caz 
se prelungeşte prin relaţia f(—t) = f(t) (deci prin paritate), în al doilea caz 
prelungirea. se face prin relaţia f(—t) = — f(t) (deci prin imparitate). 


Exemplul 11.4.1 Să se determine transformatele Fourier prin cosinus şi 
prin sinus ale funcției f(t) = e“, unde t € (0,0) iar a > 0. 


Soluţie. Pentru ca transformatele Fourier prin sinus şi cosinus să funcţi- 
oneze oricare ar fi t real, funcţia f(t) se prelungeşte în intervalul (—o0,0] 


astfel: 


e în cazul transformatei prin cosinus, 
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e în cazul transformatei prin sinus, 


e7% t>0 
FE) = 0, t=0 
—e*, t<0. 


În ambele cazuri, funcţia f (t) poate fi reprezentată ca o integrală Fourier. 
Fie ge(u) transformata Fourier prin cosinus şi gs(u) transformata Fourier 
prin sinus, 


2 [ro E 
gelu) = J e7 %*cosutdt, gs(u) = J e“ sin ut dt. 
T JO T JO 


Aceste integrale se pot calcula simultan, luând 


2 f+ 
gelu) + îgs(u) = 2 f e “(cosut + isin utdt = 
T JO 
— A e (a—îut dt 2 
T JO 
2 1 


- „e (ete > = E Lena 
Ta —îu 0 Ta? +u?’ 
de unde rezultă 


a) = y2 a tu) = y2 u 
Jelu) = Ta? +u?’ ac Ta? +u? 


Introducând aceste funcţii în (11.13) şi (11.14), se obţin formulele 


Aa cos tu N M T gi 
) 
0 0 


u = —e du = -e 
a2 + u? 2a a2 + u? 2 


care se numesc integralele lui Laplace. m 


Exerciţiul 11.4.1 Să se calculeze transformata prin cosinus a funcţiei 


1 


fo) = TLP 


şi din rezultatul obţinut să se deducă relația 


zde = — (11.18) 


ma z sin uz rue 
o (1+7?) 
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Soluţie. Transformata Fourier prin cosinus a funcţiei f(x) este 


2 [tr cosuzr 
e) = 2 | p 


Pentru calculul integralei de aici, putem folosi teorema reziduurilor 


oo N 
A f(x) cos uzda = rRe | 5 Rez [ei f(2), a) ; 
0 k=1 


unde 2 sunt polii funcţiei f(z) situaţi în semiplanul superior. 
Cum unicul punct singular este z1 = i, care este pol dublu, avem 


. 1 
; gruz l+u 
iuz PSA 5 —u 
n n iai (z F z) iT Ai 
$ LFU ca 

Rezultă Felu) = v 2r pe de unde deducem 

m COS UT aa VE 

o Urr ze. 


Membrul stâng al acestei egalităţi este o integrală improprie simplă de- 
pinzând de parametrul u. Aplicând teorema de derivare a acestui tip de 
integrală depinzând de un parametru, se obţine relaţia (11.18). m 


Exerciţiul 11.4.2 Să se rezolve ecuaţia integrală 
“L-a l1—t, pentru 0<t<1 
i g(u) costudu = 

o 0, pentru t>1. 


Soluţie. Ecuatia dată este de forma 


e g(u) cos tudu = f(t), 


fA = Jari pentru 0<tŁt<1 


0, pentru t>1. 


unde 
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Soluţia acestei ecuaţii este dată de prima egalitate (11.13). Avem 


glu) = TEA f(t) cos ut dt + e f(t) cos ut dt. 


Deoarece f(t) = 0 pentru t > 1, a doua integrală este nulă. Aşadar, 


2 | — cosu 


1 
au) = 2 f (1 — t)cosutdt = — 3 
T Jo T u 


Exerciţiul 11.4.3 Să se reprezinte printr-o integrală Fourier funcţia 
0, pentru |t|>1 
f( = —1, pentru te (—a,0) 
1, pentru te(0,a), 


şi care ia valorile f(0) = 0, f(—a) = i fla) = A 


Indicaţie. Funcția este impară. Se obține 


4 ft% sint 
fO = A SRW sin? Z du. 
T Jo u 2 


Observăm că, până la un factor, f(t) este o transformată Fourier prin 
sinus. a 


Exerciţiul 11.4.4 Să se determine funcţia f(t) care satisface ecuaţia 


+00 
A f(t) costa dt = 
0 


r? +a?’ 
unde a este o constantă reală pozitivă. 


Soluţie. Se aplică a doua formulă din (11.12) şi avem 


roi” cos tx d 


z. 
T z? + a? 


Integrala se poate calcula fie utilizând teorema reziduurilor fie folosind 


1 
integralele lui Laplace. Se obtine f(t) = -e7 *. E 
a 
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Exerciţiul 11.4.5 Să se rezolve ecuaţiile integrale: 


+00 rsint, pentru te (0,7) 
2 | g(u) sin tudu = 
0 0, pentru t> T; 


27r cost, pentru te (0,7) 
+00 
af h(u) cos tudu = 4 0, pentru t > 
0 
—T, pentru t=T. 
Indicaţie. Se aplică teoria de la ultimul paragraf şi se găseşte 
sin Tu u sin Tu 


alu) = Ph = SE. 


Exerciţiul 11.4.6 Să se determine soluţia ecuaţiei integrale de tip Fourier 


lu], pentru ue (—1,1) 


+00 ni 1 
Í f(t)e™ dt = 2 pentru u= +1 
0, 


—00 


pentru |u| > 1. 


1 
Soluţie. Exceptând factorul 4/ — şi schimbând între ele atât variabilele u 
T 
şi t cât şi functiile f şi g, rezultă că ecuaţia integrală din enunţ este de forma 
celei de a doua din egalităţile (11.12). 
Soluţia. acestei ecuaţii integrale este dată de prima egalitate (11.12). 
Avem 


d „fe 1 fl 1 fl 
FE) f eatz | ue” = 2 | u cosut du. 
—1 27 Jo T JO 
t 


~ 2m 


2 t t 
Se obţine f(t) = pa (t cos 5 sin z) sin 2 E 


11.5 Proprietăți ale transformatei Fourier 


Prezentăm mai jos principalele proprietăți ale transformatelor Fourier. Pen- 
tru a se urmări mai uşor raționamentele, notăm cu F(u) transformata 
Fourier a funcţiei f(t), t € IR. Folosind prima egalitate din (11.12), avem 


ERS MoS = [> eTa (11.19) 
TJ—00 
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Definiţia 11.5.1 Funcţia f : IR — R din (11.19) se numeşte original. 


Teorema 11.5.1 Dacă f : IR — R este funcţie absolut integrabilă, funcţia 
F(u), transformata Fourier a funcţiei f(t), este o funcţie continuă. 


Demonstraţie. Proprietatea enunțată se verifică imediat cu ajutorul unui 
criteriu de convergenţă pentru integrala improprie de prima speţă depinzând 
de parametrul u din (11.19). E 


Teorema 11.5.2 Dacă funcțiile t* f(t), k € 10,1,2,...,n), unde f : R —> 
IR, sunt absolut integrabile, atunci transformata Fourier a funcţiei f, definită 
de (11.19), este derivabilă de n ori şi 


(= pte 

yr d= 

Demonstrație. Integrala improprie (11.19) depinde de parametrul real u. 
In baza unui criteriu de convergenţă uniformă al integralelor de acest tip, 


rezultă că integralelor din (11.19) şi (11.20), unde k € 1,n — 1, li se poate 
aplica formula de derivare a lui Euler şi obținem (11.20). m 


F™®(u) = Efe dt,  ke{1,2,...,n}. (11.20) 


Teorema 11.5.3 Dacă primele r — 1 derivate ale funcției f : IR — R tind 
la zero când |t| = oo iar fO (t) este absolut integrabilă, atunci 
+00 d” f 


E ar 


e-iuidt = (iu) F(u). (11.21) 


d'f 


Demonstraţie. Să notăm cu F,(u) transformata Fourier a funcției P (t) 


+00 d” f 


Flu). = a air É 


e7 dt. (11.22) 


Integrând prin părţi în (11.22), ţinând cont că 


dl 
im o 
t> dir 


O 


(t) = 


şi că funcţia complexă e! este mărginită (are modulul egal cu 1), se 


găseşte următoarea. relaţie de recurenţă 


Fel pe = (iu) Fr-1(u). 
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Dacă la această relaţie de recurenţă adăugăm faptul că Fo(u) = F(u), ob- 
ţinem 


F,(u) = (iu) F(u). (11.23) 
Egalitatea (11.21) rezultă din (11.22) şi (11.23). E 


Teorema 11.5.4 Dacă f : IR — IR este absolut integrabilă, iar 
t 
lim J PrN; (11.24) 
ltl—co Jo 
atunci are loc egalitatea 


A SE maneca > Z Flu). (11.25) 


Demonstraţie. Integrând prin părți în membrul întâi din (11.24) şi tinând 
cont de faptul că 


T [mar = ro, 


obţinem 
+00 t i 
| (/ Fr) dr e” dt = 
2T J-o 0 
(11.26) 

E. 1 1 — iut i d FOS 1 TS f(t) — iut dt 
e ] F(T) Aat S e i 
Dacă se ţine seama de ipoteze, din (11.26) se obţine (11.25). = 


Observaţia 11.5.1 Transformata Fourier a derivatei de ordin r a funcţiei 
original f(t) este egală cu produsul dintre funcția compleză (iu) şi trans- 
formata Fourier F(u) a funcţiei f(t). 


Observaţia 11.5.2 Transformata Fourier a integralei din funcţia f(T) pe 
intervalul compact variabil [0,t] este egală cu raportul dintre transformata 
Fourier F(u) a funcţiei f(t) şi funcţia compleză (iu). 


Analiza ultimelor două observaţii conduce la ideea reducerii unor ope- 
raţii complicate ale analizei matematice la simple operaţii algebrice asupra 
transformatelor funcţiilor, cu inversarea în final a rezultatului după formula 


fO = = d F(u)e“!“du. 


Această, idee stă la baza calculului operaţional. 
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+00 
Definiţia 11.5.2 Funcţia I f(T)g(t — T)dr, notată f xg, se numeşte 
OO 


produsul de convoluţie al funcţiilor f şi g pe intervalul (—o0, +00). 


Prin urmare, putem scrie 


+00 


(rap = | Hate rdr (11.27) 


Exercitiul 11.5.1 Să se arate că dacă F(u) şi G(u) sunt transformatele 
Fourier ale funcțiilor f(t) şi g(t), atunci 
+00 i 
(fxg) (t) = F(u)G(u)e:“! du. (11.28) 


=00 


Soluţie. Avem succesiv 


gi F(u)G(u)ei“! du = 5 r G(u)e“! du E f(r)e "dr = 
= 5 [> f(n)dr ÎN Glu) du = D f(T)g(t — T)dr. 


Rezultatul la care am ajuns, împreună cu (11.27), conduce la (11.28). m 


+00 | 
Observaţia 11.5.3 Deoarece integrala ] F(u)G(u) "tdu nu se modi- 
— 00O 


fică când schimbăm între ele funcţiile F(u) şi G(u) rezultă că fxg =gxf. 


Exerciţiul 11.5.2 Folosind relația (11.28), să se obțină egalitatea 


+00 ; oo 
P(uje-w'zeiutdu = vaf f(t +2ayz zjedz. (11.29) 


2 


Soluţie. În relaţia (11.28) punem G(u) = ee u£ de unde rezultă că func- 


ţia g(t) corespunzătoare este 


a= [7 eeg (11.30) 
g S a DR e e du. ; 


; Di r n 02342 K : v A 
Dar, ei! = cos ut + isin ut iar funcţia e“ “ € sin ut este impară. Atunci, 


din (6.24) şi (11.30) rezultă 


_ 2,2 
~u cosut du = 


1 +00 1 
= Ta | e PRIZE 


e 4a2 x k 


Capitolul 11 — Integrala Fourier şi transformate Fourier 305 


Folosind această expresie a lui g(t) în (11.27) şi efectuând apoi schim- 


barea de variabilă ——— = z, se obţine egalitatea (11.29). m 


2a,/x 


Exemplul 11.5.1 (Coarda elastică) Fie o coardă elastică suficient de 
lungă încât să se poată presupune că are lungime infinită. Sub acţiunea 
unor factori externi, coarda vibrează. La momentul t = 0 configuraţia corzii 
este graficul funcţiei f(x) definită pe întreaga ază reală. La momentul t > 0, 
datorită vibraţiilor, configuraţia corzii este alta, să zicem u(x,t). Funcţia 
u = u(x,t) se numeşte săgeată. Presupunem că se cunoaşte viteza g(x) cu 
care se schimbă forma corzii la momentul t = 0, deci cunoaştem valoarea în 
punctul (x,0) a derivatei parţiale în raport cu variabila temporară t a func- 
tiei u(x,t). Din teoria elasticităţii se ştie că legea după care vibrează coarda 
este à 3 

Lu _ du (11.31) 

a? ðt? ax? 


Să se determine poziţia corzii la orice moment şi în orice punct al ei. 


Soluţie. Problema pusă se reduce la determinarea acelei soluții u(x,t) a 
ecuației (11.31) care satisface condițiile inițiale 


u(x,0) = f(x), z E€ (—00,00), (11.32) 
C Cao) = g(x), z E€ (—00, 00). (11.33) 


Astfel, avem de rezolvat o problemă de tip Cauchy pentru ecuaţia dife- 
rențială (11.31) cu condiții inițiale (11.32) şi (11.33). 

Pentru aceasta, vom înmulţi ecuaţia cu e? după care integrăm în 
raport cu x de la —oo la +oo. 

Derivarea parţială în raport t comută cu integrarea în raport cu z, astfel 
că putem scrie 


1 2 +00 | +o 32 l 
i u(x, t)e7 t da = ] Pate te de. (11.34) 


În membrul drept al relaţiei (11.34) se aplică Teorema 11.5.3, astfel încât 

se obţine ecuaţia 
1 d2U 
a? dt? 


unde funcţia U (£, t) este transformata Fourier a functiei u(x,t). 


(Et) +EU(E, t) =0, (11.35) 
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În felul acesta, cu ajutorul transformatei Fourier am înlocuit ecuaţia dife- 
renţială cu derivate parţiale (11.31) cu ecuaţia diferenţială ordinară (11.35). 
Condiţiile iniţiale (11.32) şi (11.33) se transformă respectiv în 


1 ER — ifr PR F 
U(&,0) = a flaje7 de = F(E); (11.36) 
T eo) = Da eee = (Eh (11.37) 


Astfel, avem de rezolvat o problemă de tip Cauchy pentru ecuaţia dife- 
renţială. ordinară de ordinul doi, liniară, (11.35) cu condiţiile iniţiale (11.36) 
şi (11.37). 

Un sistem fundamental de soluţii al ecuaţiei (11.35) conţine funcţiile 


U(£,t) = cosazt, Uo(4,t) = sin act. 
Atunci, soluţia. generală a ecuaţiei (11.35) este 
U(£,t) = CU. (£, t) + C2U2(£, t) = C1 cosatt + Casin aţt 
unde constantele de integrare C4 şi Cz sunt funcţii de £. Însă, 
dU 
U($,0) = C1 (6) = F(8), pp (80) = asCa(8) = G(6). 


Dacă folosim relaţiile lui Euler, rezultă că expresia lui U(£,t) este 


U(£,t) = 1 p(zyteiat + eTit) TA G($) (etts ha eTe, (11.38) 
2 2iag 
Aplicând transformarea Fourier inversă funcţiei U (£, t), obţinem 
1 ROO ; 
u(x,t) = A U(E, t) e de. (11.39) 


Înlocuind în (11.39) pe U(£,t) din (11.38) şi ținând cont de rezultatele 
FEDE ffet at), gu) = | Oea 
—— e = f(x +at), glu) = —— e , 
z 2T J-o 


[stu du = = f i Ge / ete du) de z 


= 1 tœ € (ai) i(x+at)£ i(æ—at)é 
= a ie (e Fe Jag, 


găsim 


ulz, t) = Mtz a) + le-a) E f atu) du 


2a Jz-at 
ceea, ce arată că problema considerată are soluţie unică. L] 
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